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RESUMEN 
 
En esta Tesis Doctoral se plantea un modelo matemático que representa la 
dinámica lateral de un autobús a su paso por una curva. El modelo considera el 
comportamiento asimétrico de la suspensión neumática, la utilización de barra 
estabilizadora, el comportamiento de los neumáticos y la rigidez a torsión de un autobús. 
Se ha estudiado el comportamiento a torsión de un autobús considerando el 
diseño asimétrico de su carrocería. 
Se ha realizado el diseño conceptual de una electrónica embarcada que, provista 
de sensores de reducido coste, permita determinar en tiempo real los parámetros que 
caracterizan el comportamiento en curva de un vehículo. 
Dentro de los trabajos de esta tesis doctoral se han realizado ensayos en 
carretera para analizar el comportamiento del autobús a su paso por una curva y validar 
las hipótesis y ecuaciones planteadas en el modelo matemático. Se ha obtenido la 
relación entre el ángulo de balanceo y la aceleración lateral para un vehículo real. 
Se ha desarrollado una metodología para el cálculo de la rigidez a torsión de un 
autocar mediante la realización de ensayos estáticos. 
Se ha aplicado la metodología anterior a un vehículo real, calculando la rigidez 
a torsión del mismo y la energía potencial acumulada. Se ha demostrado que en este 
tipo de vehículos una torsión uniforme es una afirmación muy alejada de la realidad dado 
que el eje de torsión no coincide con el de simetría longitudinal del vehículo. 
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Se ha demostrado que la determinación de la energía potencial acumulada 
durante la torsión del autobús es un factor a tener en cuenta en los nuevos diseños. 
Finalmente, hay que expresar aquí la complejidad y el elevado coste que ha 
supuesto la investigación en este tipo de cuestiones por la instrumentación necesaria 
para la realización de ensayos, personal auxiliar, instalaciones y acceso a los autobuses 
requeridos. 
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ABSTRACT 
 
This Dissertation develops a mathematical model that allows to know the dynamic 
behavior of a bus as it withstands stresses when passing through a curve. The model 
considers the asymmetrical behavior of the air suspension system, the use of anti-roll 
bar, the elastic deformation of the tires and the twisting of the bus. 
The torsion behavior of a bus has been studied considering the asymmetrical 
design of the structure. 
The conceptual design of an embedded electronics has been carried out based 
on low cost hardware and measuring devices. This system will calculate in real time the 
main parameters when a vehicle travels through a curve. 
Within the work of this thesis road tests have been carried out to analyze the 
behavior of the bus as it passes through a curve and to validate the hypotheses and 
equations obtained in the mathematical model. The relationship between the roll angle 
and the lateral acceleration for a real vehicle has been obtained. 
Through static tests a methodology to calculate the torsional stiffness of a bus 
has been developed. 
The previously developed methodology has been applied to a real vehicle, 
calculating the torsional stiffness of the vehicle and the accumulated potential energy. It 
has been detected that in this type of vehicle there is no uniform torsion since the torsion 
axis does not match with the longitudinal symmetry of the vehicle. 
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It has been confirmed that the determination of potential energy accumulated 
during bus twisting is a factor to be taken into account in the new designs. 
Finally, it is necessary to express here the complexity, and the high cost, required 
in this research due to the necessary technicians, instrumentation for testing and the 
required buses. 
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1 INTRODUCCIÓN. ESTADO 
DEL ARTE 
 
 
1.1 Introducción 
El diseño y concepción de los autobuses ha ido evolucionando a lo largo de su 
historia. El transporte de viajeros se remonta al siglo XVII con los carruajes de caballos, 
aunque realmente, los verdaderos antecesores de los hoy denominados autobuses son 
los ripperts (vehículos de caja pequeña y de un solo piso que tenían las ruedas forradas 
de caucho) y los ómnibus (carruaje grande y cerrado, de unos siete metros, en un 
principio tirado por mulas). 
El enorme crecimiento de las urbes y el desarrollo de la sociedad moderna 
generó la necesidad de crear medios de transportes adecuados y en especial de 
transporte colectivo.  
En el siglo XIX se produjo un gran avance de diseño con el desarrollo de la 
suspensión y la mejora de los habitáculos, más cómodos y ligeros. Se acortaron los 
tiempos de desplazamiento y el transporte colectivo de viajeros vio incrementar el 
número de usuarios. En este periodo surgen los primeros intentos de sustituir la energía 
animal por la fuerza de los motores de vapor, así como los primeros motores de 
explosión interna. Desde la invención del motor de vapor, se intentó una y otra vez 
aplicar este medio de propulsión a los carruajes destinados al transporte de viajeros, a 
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consecuencia de lo cual surgió el locomóvil, una locomotora de vapor que estaba 
diseñada para rodar por caminos y carreteras sin necesidad de raíles. 
El primer autobús con motor de explosión lo fabricó Carl Benz en Alemania en 
1895. Se trataba de un ómnibus con capacidad para 8 personas, potencia de 5 CV, 
velocidad máxima 20 Km/h y 1.200 Kg de peso en vacío (figura 1.1). 
En España el primer locomóvil, denominado “Castilla”, lo fabricó Pedro Ribera 
en 1860 para realizar, en 20 días, el trayecto Valladolid – Madrid. Tenía una capacidad 
de 4 personas, una potencia de 10 CV, alcanzaba una velocidad máxima de 15 Km/h y 
estaba provisto de una caldera alimentada por 50 Kg de carbón por hora (figura 1.2). 
 
 
Figura 1. 1. Autobús fabricado por 
Carl Benz en 1895  
 
Figura 1. 2. Locomóvil fabricado 
por Pedro Ribera en 1860 
 
Los primeros autobuses que se fabricaron en España fueron desarrollados por 
las empresas: “La Montañesa” (Navarra-1899), “Automóviles de Luarca” (Asturias-
1900), “La Catalana” (Barcelona-1906) y “La Hispano Suiza” que en 1908 puso en 
circulación dos modelos con motores de 2.200 cc y 4.800 cc y potencia 12/15 CV y 25/30 
CV, respectivamente. 
Los primeros modelos se construyeron utilizando un diseño paralelo al utilizado 
para camiones, chasis robustos y de grandes dimensiones, pero montando una 
carrocería de autobús. En 1922 comenzó el cambio y una compañía de Estados Unidos 
fabricó el primer chasis diseñado específicamente para prestar servicio de autobús. Su 
estructura era aproximadamente 30 centímetros más baja que la de un camión y tenía 
una distancia entre ejes extra-larga, con un gran ancho de vía y motor montado en 
posición frontal (posteriormente se desarrolló un modelo con dos motores montados 
bajo el piso en posición central).  El chasis integral proporcionó mayor rigidez a la 
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La seguridad de los usuarios y los accidentes en los que se ven involucrados 
autobuses o autocares adquiere una alta relevancia dado el número de personas a las 
que puede afectar.  
Entre los objetivos adoptados por la Asamblea General de Naciones Unidas [190] 
se encuentra el de reducir a la mitad el número mundial de muertos y traumatismos por 
accidentes de tránsito de 2016 a 2020. La inclusión de una meta tan ambiciosa 
constituye un avance significativo para la seguridad vial; es un reflejo del 
reconocimiento, cada vez mayor, del enorme precio que se cobran los accidentes de 
tráfico. Éstos representan una de las causas de muerte más importantes en el mundo y 
la principal causa de muerte entre personas de edades comprendidas entre 15 y 29 
años. 
El número de fallecidos por accidentes de tráfico a nivel mundial, 1,25 millones 
en el año 2013, se ha estabilizado desde el año 2007 pese al aumento mundial de la 
población y del parque automovilístico (entre 2010 y 2013 la población aumentó en un 
4% y el parque automovilístico un 16%) [190]. 
La seguridad de los vehículos es fundamental para prevenir accidentes y reducir 
el riesgo de traumatismos graves. La rápida motorización de los países en desarrollo, 
donde el riesgo de accidentes en tránsito es mayor, y el hecho de que cada vez se 
fabrique un mayor número de vehículos, hace urgente implantar y aplicar en todos los 
países una serie de normas mínimas que regulen la seguridad. El 80% de todos los 
países del mundo no cumple las normas mínimas de seguridad [190] (Figuras 1.3 y 1.4). 
Figura 1. 3. Autobús en Mozambique Figura 1. 4. Autobús en Gujarat (India) 
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El Foro Mundial para la Armonización de la Reglamentación sobre vehículos es 
el principal organismo de ámbito mundial encargado de elaborar normas de seguridad 
para vehículos de transporte de pasajeros. Los distintos reglamentos elaborados por 
este Organismo proporcionan un marco jurídico que abarca un amplio espectro de 
normas de aplicación a la fabricación, producción y seguridad de vehículos. 
Los accidentes de tráfico en los que se ven implicados autobuses o autocares, 
teniendo en cuenta que el transporte de viajeros en autobús representa un sector cada 
vez más importante y en alza, tiene una gran repercusión en los medios de 
comunicación por su frecuencia y siniestralidad. 
Teniendo en cuenta los resultados de investigaciones realizadas [17, 35, 173], 
los tipos de accidentes que producen mayor número de víctimas son los vuelcos, con o 
sin despeñamiento, y los impactos frontales con otros vehículos, especialmente 
camiones y objetos estáticos. Los vuelcos laterales se producen con poca frecuencia, 
en comparación con otro tipo de accidentes de autobús, pero la elevada cifra de víctimas 
por accidente, aproximadamente 25, obliga a las administraciones competentes a 
buscar en la investigación y en la reglamentación posibles soluciones al problema. 
Como medida para mejorar la seguridad de los Vehículos de Grandes 
Dimensiones para el Transporte de Pasajeros frente al vuelco, fue aprobado por las 
Naciones Unidas el Reglamento Nº 66 de Ginebra [210]. Este Reglamento establece los 
requisitos mínimos que las estructuras de los vehículos de grandes dimensiones deben 
cumplir con respecto al vuelco. 
El Reglamento 66 supuso un paso adelante muy importante en relación con la 
seguridad de los autobuses y autocares dado que, por primera vez, se fijaban unos 
requerimientos estructurales a este tipo de vehículos. 
Actualmente, en España, además del Reglamento 66, son de cumplimiento 
obligatorio en autobuses y autocares los siguientes Reglamentos y Directivas (Tabla 
1.2). En ellos se establecen requisitos tanto para el diseño como para la construcción 
de los mismos [de 59 a 94, de 205 a 216].  
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Figura 1. 5. Vuelco autobús 
 
Los accidentes de autobús que se han producido en España en las tres últimas 
décadas han dejado más de 1.200 personas fallecidas y más de 3.000 heridas. Desde 
el año 2000 al 2015 los accidentes más graves que se han producido en España han 
sido: 
- 6 de julio de 2000, en Golmayo (Soria): 28 fallecidos y 13 heridos graves, en su 
mayoría adolescentes que acudían a un campamento. El accidente se produjo al 
chocar un autobús con un camión que transportaba ganado porcino. 
- 14 de noviembre de 2001, en Huelva: 22 fallecidos y 21 heridos. El autobús que 
transportaba a jubilados se salió de la vía al tomar una curva y volcó, desplazándose 
60 m hasta quedar de costado en el arcén. 
- 19 de abril de 2008, en Benalmádena (Málaga): 9 fallecidos y 38 heridos. El 
accidente se produjo por colisión entre un todoterreno y un autobús con turistas 
finlandeses. 
- 8 de julio de 2013, en Tornadizos (Ávila): 9 fallecidos y 22 heridos. El autobús perdió 
el control por un presunto exceso de velocidad y, tras golpear con un talud de tierra, 
volcó sobre un quitamiedos. 
- 8 de noviembre de 2014, en Cieza (Murcia): 14 fallecidos y 42 heridos. Un exceso 
de velocidad provocó la colisión contra la barrera de protección; el autobús aterrizó 
en un terraplén después de completar un salto de más de 17 m (el impacto se 
produjo a una velocidad estimada de 73 km/h). 
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A continuación, se incluye un listado de los accidentes más recientes, año 2016, 
a nivel mundial: 
- 11 de enero en Veracruz (México): 21 fallecidos y 25 heridos; el accidente tuvo lugar 
cuando el autobús tomó mal una curva y, tras golpear en la barrera de seguridad, 
volcó cayendo a un barranco de 30m. 
- 6 de febrero, en Gujarat (India): 39 fallecidos y 24 heridos. El autobús volcó y se 
precipitó desde un puente al río. 
- 11 de febrero en Rochefort (Francia): 6 fallecidos. El autobús chocó contra un 
camión que transportaba escombros. 
- 21 de marzo en Tarragona (España): 13 fallecidos y 44 heridos. El conductor dio un 
“volantazo” y el autobús volcó. 
- 25 de marzo, en Monteugny (Francia): 12 fallecidos. El autobús chocó contra un 
camión. 
- 5 de junio, en Córdoba (España): 2 fallecidos y 49 heridos. El autobús chocó contra 
un camión parado; el fuerte impacto provocó que éste último penetrase hasta la 
primera fila de pasajeros. 
- 5 de julio, en Carrillo Puerto (México): 12 fallecidos y 11 heridos. El conductor perdió 
el control del autobús y volcó (Figura 1.6). 
 
 
Figura 1. 6. Accidente de autobús (Carrillo Puerto-2016) 
 
- 18 de agosto, en Sanchinarro (Madrid): 15 heridos. El conductor del autobús de la 
EMT de Madrid, en su incorporación de la autovía de Burgos a la avenida de Burgos 
(A-1), perdió el control y volcó lateralmente (Figura 1.7). 
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- 24 de octubre, en Desert Hot Springs (EEUU): 13 fallecidos y 31 heridos. El autobús 
chocó de forma muy violenta contra la parte trasera de un gran camión en la 
autopista interestatal I-10. (Figura 1.10) 
 
Figura 1. 10. Accidente en autobús (Desert Hot Springs.EEUU-2016) 
 
A la luz de todo lo expuesto, cabe concluir que la creciente preocupación por la 
seguridad en la circulación de autobuses y autocares y la aplicación de los nuevos 
reglamentos han de conducir a una nueva generación de vehículos diseñados con 
criterios avanzados de seguridad activa y pasiva. 
No obstante, y a pesar de los accidentes que se han producido, se ha de tener 
en cuenta que viajar en autobús o autocar en Europa sigue siendo el medio de transporte 
más seguro por carretera. Según datos de la Unión Europea [38], el índice de riesgo 
(número de fallecidos en función de la movilidad) entre el año 1993 y el 2004 es entre 
11 y 17 veces superior para un ocupante de turismo que para un ocupante de autobús 
o autocar (unas 13 veces en España en los últimos 5 años). El total de accidentes con 
al menos un fallecido y un autobús o autocar implicado es tan bajo en cada país que un 
solo accidente desvía el ranking de riesgo de cada año de un país frente a otro. 
1.2 Diseño de autobuses y autocares 
La industria del autobús y autocar, como cualquier actividad industrial, está 
sometida a una serie de exigencias de calidad, seguridad, productividad, adecuación a 
la demanda, cumplimiento de reglamentación, etc. que obliga a las empresas del sector, 
para mantener su competitividad, a estar evolucionando constantemente en lo que se 
refiere a diseño, aplicación de nuevos productos, procesos de fabricación, etc. 
CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN. ESTADO DEL ARTE 
 
 
13 
 
En el diseño se ha de considerar diversos aspectos que afectan no sólo a su 
estructura; se ha de tener en cuenta aspectos, como por ejemplo la elección de un 
material móvil adecuado en términos medioambientales (consumo y emisión de 
contaminantes), la capacidad y dimensiones de encaje para el entorno urbano o 
interurbano en el que vaya a operar, las condiciones de accesibilidad, etc. 
El conjunto de todas estas exigencias ha marcado y seguirá marcando una 
tendencia en el carrozado de autobuses y autocares. 
Los vehículos de grandes dimensiones destinados al transporte de pasajeros, ya 
sean autobuses o autocares, deben ceñirse, según normativas de diseño, a las 
siguientes medidas máximas: altura 4m, ancho 2,55 m (en superestructuras de 
vehículos preparados, el ancho máximo puede llegar hasta los 2,60 m) y longitud entre 
13,50m y 18,75m.  
Las tendencias de diseño se aprecian desde hace algunos años en la evolución 
de este tipo de vehículos, especialmente en los autocares, con el incremento de la altura 
total y por tanto de la del centro de gravedad, así como el incremento de las superficies 
acristaladas. Ambas tendencias son absolutamente contrarias a la seguridad en lo que 
se refiere a la resistencia al vuelco y también contraria a la protección de los pasajeros 
frente a la intrusión del espacio de supervivencia y eyección al exterior.  
En el campo de la prevención de accidentes, en especial en la prevención del 
vuelco, se han desarrollado abundantes y diferentes estudios [170, 171]. Algunos de 
ellos se han materializado en soluciones prácticas como el desarrollo de sistemas de 
seguridad pasivos y de sistemas activos. 
En los aspectos relativos a la seguridad activa, los problemas de frenado, 
estabilidad, etc., son análogos a los del resto de vehículos de otras categorías. 
Respecto a la seguridad pasiva, las principales acciones destinadas a mejorarla 
están basadas en tres líneas fundamentales de trabajo [18]: 
- Disminución del riesgo de incendio y mejora de las salidas de evacuación de 
emergencias. 
- Retención eficaz de los pasajeros tanto en colisiones frontales como durante 
vuelcos, de modo que se reduzcan los efectos de proyección y eyección. 
- Preservación de la integridad física de la estructura y de un espacio de 
supervivencia en los compartimentos de los pasajeros de manera que se 
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eliminen o reduzcan las lesiones por intrusión de elementos rígidos en dicho 
espacio y la eyección al exterior de los pasajeros.  
 
Dichas líneas han de tener en cuenta tres factores que condicionan el diseño: 
- Reglamentación de obligado cumplimiento (por ejemplo, como ya se ha 
mencionado, el Reglamento 66 que prescribe condiciones sobre la resistencia 
estructural de los vehículos en el caso de vuelco lateral). 
- Reglamentación que no es de cumplimiento obligatorio pero que se prevé que lo 
sea en un futuro (por ejemplo, dispositivos de retención cuya instalación conlleva 
solicitaciones importantes en lo referente a sus anclajes con la estructura del 
vehículo). 
- Medidas que no son obligatorias ni están reglamentadas pero que se consideran 
de interés para su inclusión en el diseño o exigencias propias del carrocero o 
transportista. 
 
Por lo que respecta a la prevención del vuelco, se están realizando numerosos 
esfuerzos para modelizar y conocer el comportamiento dinámico de los autobuses en 
su circulación, así como los parámetros más influyentes en el mismo. V. Díaz [55] 
determinó un modelo de predicción del límite de vuelco en el que se demuestra que la 
rigidez a torsión de la estructura del autobús influye en el límite de vuelco y constituye 
un parámetro de seguridad frente al mismo. Los estados de carga que generan torsión 
son la fuerza centrífuga actuando sobre el centro de gravedad y la rugosidad de la 
calzada (desplazamiento vertical relativo entre las ruedas del mismo eje). 
Ambos estados de carga pueden producir una situación de vuelco. Si uno de los 
ejes del autobús despega de la calzada, la carrocería se torsiona. Esta torsión se opone 
al despegue del otro eje provocando un par de reacción que se traduce en un incremento 
del límite de vuelco. Este incremento del límite de vuelco obliga a considerar la rigidez 
a torsión de un autobús como parámetro de seguridad frente al vuelco. Por tanto, en 
fase de diseño de un autobús, el estudio de la rigidez a torsión de la carrocería se 
muestra como factor importante en la mejora de la seguridad vial (prevención del 
vuelco). 
En circulación el autobús se ve sometido a esfuerzos de torsión, flexión y una 
combinación de ambos. Las tensiones que aparecen en la estructura son [118]: 
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- Tensión estática debida al peso. 
- Tensión estática debida a la rugosidad de la calzada. 
- Tensión dinámica debida a dicha rugosidad. 
- Tensión dinámica debida a fuerzas longitudinales por esfuerzos de tracción y /o 
frenado. 
- Tensión dinámica debida a fuerzas laterales originadas por la inscripción de una 
curva y/o viento lateral. 
- Tensión dinámica debida a fuerzas verticales como consecuencia de las 
irregularidades de la calzada. 
 
Experimentalmente se ha comprobado que las tensiones debidas a la torsión 
predominan frente a las producidas por flexión [161, 217]. 
Otro parámetro a considerar en el estudio de la carrocería es la ubicación de los 
diferentes dispositivos del vehículo: motor, sistema aire acondicionado, etc. El reparto 
desigual de pesos, longitudinalmente, hace que exista una mayor concentración de 
masa en la parte trasera del autobús que, por ejemplo, en inscripción de curvas, provoca 
diferencias de inercia y por lo tanto torsión del chasis y transmisión de esos esfuerzos a 
la superestructura. 
Debe afirmarse aquí que el parámetro más relevante a la hora de determinar el 
vuelco de un autobús es el denominado anteriormente límite de vuelco. Se concluye 
también, de lo expuesto hasta este punto, que la torsión de la carrocería es un parámetro 
que afecta sustancialmente al valor del límite de vuelco. 
Algunos autores [56, 57] han propuesto modelos de torsión de la superestructura 
de autobuses y/o han desarrollado métodos de optimización para mejorar el 
comportamiento tanto a flexión como a torsión de las carrocerías sin incrementar el 
peso. 
V. Díaz [55] desarrolla un modelo de cálculo teórico que considera la mayoría de 
los parámetros de diseño que afectan a la estabilidad de un autobús, tales como el eje 
de balanceo y centros de balaceo asociados a cada eje del vehículo, características 
elásticas de la suspensión, limitaciones del recorrido de la suspensión, rigidez lateral y 
radial de los neumáticos, así como la rigidez de torsión de la estructura. En la Figura 
1.11 se muestran las fases de trabajo. 
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conocer los valores de torsión ante esfuerzos ejercidos en el punto virtual de anclaje de 
la carrocería con el eje del neumático. Además, calcula, empleando el método de 
Holtzer, las frecuencias naturales de la carrocería. 
1.3 Estructura 
Para la determinación de la rigidez a torsión de un autobús es importante 
determinar qué parte de la carrocería es la que contribuye en mayor medida a dicha 
rigidez. Por tanto, será necesario describir los diferentes diseños de carrocería y los 
elementos que la componen. Las dimensiones de estos vehículos y el tipo de estructura 
de los mismos limitan la elección de materiales y hacen necesaria la caracterización del 
comportamiento de las uniones. 
La estructura de un autobús se divide en las siguientes partes genéricas, todas 
ellas incluidas en todos los posibles diseños: 
- Bastidor: Armazón formado por un entramado de perfiles rectangulares huecos 
o largueros en doble T, U o cualquier otra sección, cuya misión es servir de base 
al resto de la estructura y al que se anclan directamente los elementos 
mecánicos del conjunto (Figura 1.12). 
- Superestructura: Formada por el conjunto de perfiles (en la mayoría de los casos 
de sección rectangular hueca) que sirven de soporte a las chapas de la 
carrocería y que son responsables del aspecto exterior del vehículo y de su 
comportamiento en impactos con vuelco. 
- Estructura de piso o suelo: Perfiles que unidos tanto al bastidor como a la 
superestructura conforman el interior del autobús y reciben directamente el peso 
de los pasajeros. 
 
El bastidor de un autobús está constituido por dos vigas dispuestas 
longitudinalmente unidas por vigas transversales, denominadas largueros y traviesas 
respectivamente (Figura 1.12). 
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Figura 1. 12. Bastidor de un autobús 
 
Los largueros son vigas que se caracterizan por presentar una rigidez a flexión 
adecuada. Las traviesas, para mejorar la combinación rigidez a torsión y a flexión, se 
fabrican normalmente de sección rectangular con poco espesor.  
El bastidor sirve de base al resto de la estructura y a él se fijan directamente los 
elementos mecánicos del conjunto. Así mismo, es el soporte de todas las tensiones que 
provienen de la calzada cuando el vehículo está circulando por ella (debe tener 
suficiente rigidez como para absorber todas las cargas que aparecen cuando el vehículo 
se encuentra circulando).   
La carrocería está formada por perfiles de sección rectangular de poco espesor 
(sus dimensiones son aproximadamente de 50 mm x 70 mm, con un espesor de 4 mm). 
Su función es la de soportar elementos y proteger a los pasajeros ante una situación de 
vuelco o una situación provocada por otros factores exteriores. Para su estudio se 
subdivide en zonas: delantera, trasera, costado derecho, costado izquierdo, y techo 
(para definir “derecho” o “izquierdo” se considera como punto de referencia el puesto de 
conductor) (Figuras 1.13 y 1.14). 
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Figura 1. 13. Carrocería de un autobús 
 
 
Figura 1. 14. Uniones perfiles laterales 
 
El peso de los pasajeros es soportado por el piso o suelo del autobús que está 
unido al bastidor y a la superestructura.  
En general la carrocería de un autobús se diseña, en función de la importancia 
relativa del bastidor en la rigidez total del vehículo, siguiendo uno de estos tres modelos: 
- Estructura de chasis, en la que el bastidor es la base de la estructura mientras 
que la superestructura sirve de soporte para las chapas de la carrocería. Todos 
los elementos mecánicos se fijan al bastidor, el cual además debe ser calculado 
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para soportar toda la carga del vehículo; debe tener gran resistencia, por lo que 
se recurre a perfiles en U o a un entramado (celosía) de gran tamaño.  
- Estructura semiportante o semi-integral, en la que con un bastidor con perfiles 
más pequeños se comienza a considerar la superestructura como parte 
resistente con cierta importancia. En este tipo de estructuras se busca repartir la 
función resistente básica entre un número mayor de perfiles con lo que, al aportar 
rigidez la superestructura al conjunto, se puede reducir el tamaño de los perfiles 
del bastidor. 
- Estructura autoportante, en la que todos los perfiles del conjunto aportan rigidez 
y se consideran como elementos resistentes, por lo que pierde cierto sentido 
distinguir entre bastidor y superestructura. En este caso, el tamaño del bastidor 
(sobre el que se siguen colocando todos los elementos mecánicos del autobús) 
es mucho más reducido que en los anteriores diseños. El repartir la resistencia 
del conjunto en un número mayor de perfiles permite disminuir el tamaño del 
bastidor y reducir la altura del piso, de modo que un único escalón da paso al 
interior del vehículo.  Esta estructura aconseja el cierre completo de anillos 
transversales, lo que afecta a la situación de los travesaños del bastidor. Dentro 
de esta estructura caben varias alternativas: 
o Colocar en la parte superior una estructura tipo celosía formada por 
perfiles rectangulares huecos de modo que el conjunto queda 
“colgado” del techo, donde se concentra la mayor rigidez. Su principal 
desventaja es que aumenta la altura del centro de gravedad del 
conjunto. Un centro de gravedad más bajo es más favorable para la 
seguridad frente al vuelco ya que, según el Reglamento 66 [210], la 
energía que la estructura debe absorber en el ensayo de vuelco es 
proporcional a dicha altura, por lo que una menor energía implica 
menor deformación y, por tanto, mayor probabilidad de no invasión 
del espacio de supervivencia. 
o Repartir la celosía resistente entre los laterales y la parte inferior, 
llegándose a lo que podría entenderse como un bastidor 
materializado por perfiles rectangulares huecos de mayor tamaño que 
los empleados en el resto de la estructura, pero en todo caso mucho 
más reducidos que los de las estructuras con chasis o semi-portantes. 
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Se ha de tener en cuenta que en el caso de los autobuses interurbanos la 
estructura del piso, que va sobre el bastidor, requiere de la instalación de escalones de 
acceso para los pasajeros. Se precisa, debido a las condiciones de carga, un bastidor 
de alta resistencia y una bodega para equipaje. 
1.4 Materiales y geometría 
Determinado el diseño de la estructura del autobús se ha de fijar el material más 
adecuado y su geometría para conseguir la resistencia adecuada, las solicitaciones de 
funcionamiento deseadas, el menor peso posible, coste razonable y el mantenimiento 
de la seguridad [159, 188]. 
Puede decirse que sólo el acero en sus diferentes variantes, las aleaciones 
ligeras y los composites serían aceptables de acuerdo a las solicitaciones de trabajo de 
la estructura. El acero se convierte en el único material competitivo técnica y 
económicamente. Respecto a la resistencia mecánica, siempre es posible alcanzar el 
valor requerido en cualquier caso mediante el ajuste de la sección del perfil. Según 
diferentes autores, la elección más adecuada la constituye el acero de construcción no 
aleado. 
Los fabricantes de bastidores hacen recomendaciones a las empresas 
carroceras sobre los materiales más adecuados para las estructuras de los autobuses. 
De acuerdo con las propiedades mecánicas mínimas aconsejadas por los fabricantes y 
según denominación DIN 17100, los aceros más utilizados son St 42 y St 37. Por otra 
parte, al emplear el procedimiento de soldadura para unir los distintos elementos, un 
acero calmado (indicación R en la denominación) tiene un comportamiento más 
favorable. En cuanto a las chapas de refuerzo, se juzga suficiente, según 
recomendaciones de fabricantes, un acero St 44. 
La geometría de la sección transversal de los elementos que componen la 
estructura del autobús tiene una influencia decisiva en la rigidez del conjunto. 
Considerando que éste va a estar sometido a una combinación de tracción, compresión, 
flexión y torsión, aparte de las tensiones cíclicas que pueden dar lugar a fallos por fatiga, 
se considera el perfil rectangular hueco como el más adecuado. En determinados puntos 
donde el análisis revele una especial concentración de tensiones, se añadirán chapas 
de acero de espesor constante (cartelas) para completar su rigidez y reducir éstas a 
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valores admisibles. Kim [154] estudió la mejora de la rigidez en la estructura de un 
autobús. 
Con los materiales anteriormente indicados y dentro de los perfiles comerciales 
disponibles, los carroceros suelen trabajar principalmente con espesores de 1.5, 2 y 3 
mm. Las dimensiones adoptadas para los lados paralelos a la sección transversal del 
vehículo varían entre 40 y 50 mm y para los lados paralelos al eje longitudinal entre 40 
y 80 mm. 
Estrechamente relacionado con el material se encuentra el modo de unión que 
conforma la estructura, la unión de las ventanas a la carrocería y la unión de las cartelas 
de refuerzo a la estructura en los puntos de la misma que lo requieran. 
La soldadura se utiliza como método de unión de los distintos perfiles que 
conforman la estructura. La eliminación de tensiones residuales provocadas por el 
aumento de temperatura puede lograrse mediante un calentamiento posterior con 
soplete hasta unos 200 ºC aunque, el calor aportado, puede provocar cambios 
metalúrgicos en el material. Un alisado posterior y martilleado del cordón de soldadura 
disminuye el efecto de entalla de la unión y aumenta en gran medida su resistencia a la 
fatiga. En algunos casos la adaptación de la estructura a medida que se va construyendo 
se lleva a cabo mediante martillado de los perfiles hasta conseguir que encajen de modo 
correcto; esta operación puede llegar a provocar deformaciones plásticas en las zonas 
de unión [188]. 
Debe señalarse que para garantizar la continuidad de la transmisión de los 
esfuerzos y conseguir que, en el peor de los casos, la estructura falle por deformación 
plástica de los perfiles en lugar de por rotura de la unión soldada, se hace necesario 
añadir refuerzos a las soldaduras. 
En cuanto a las ventanas es más favorable su montaje mediante adhesivos 
debido a que de este modo se asegura una mayor rigidez del conjunto final. La solución 
de ventanillas enmarcadas en goma se considera de menor rigidez. 
El pegado elástico supone una serie de ventajas constructivas como el 
aislamiento y prevención de la corrosión galvánica, la reducción de peso suspendido, la 
posibilidad de unir elementos heterogéneos de forma segura y estética, el aumento de 
las posibilidades de diseño, el aumento de la seguridad y el confort de marcha, la 
elevación de la rigidez torsional del conjunto, el aislamiento térmico y acústico. Por 
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contraposición indicar que su aplicación requiere de un profundo conocimiento de los 
adhesivos y de sus propiedades físicas. 
Estos productos se pueden clasificar en Masillas y Adhesivos: 
- Las masillas son elastómeros de polimerización por absorción de humedad de 
alto módulo elástico, con buena adherencia y bajo contenido en solventes. 
Debido a su buena adherencia se pueden utilizar como adhesivos en uniones no 
estructurales. Las masillas se emplean para el sellado de los diversos elementos 
de la carrocería, aunque no cumple una función estructural, sí que se debe 
asegurar la estanquidad de las uniones dentro de la vida del vehículo. La 
propiedad fundamental de las masillas plásticas es la ausencia de disolventes 
que garantiza una estabilidad del producto, dado que su misión principal es la de 
hacer de junta antivibratoria. 
- Los adhesivos son elastómeros de polimerización por absorción de la humedad 
ambiente de bajo módulo elástico; deben tener la dureza suficiente para 
garantizar una cierta trasmisión de esfuerzos y la elasticidad necesaria para 
absorber movimientos de dilatación de junta. Deben tener una retracción mínima 
con objeto de no originar tensiones iniciales en las uniones y tener resistencia 
mecánica suficiente para cumplir la función estructural que tienen asignada. Las 
características técnicas que definen el adhesivo son: densidad, forma de 
endurecimiento, tiempo de formación de película, velocidad de polimerización, 
dureza Shore A, resistencia a tracción, resistencia a cortadura, resistencia al 
pelado, resistencia al arrancamiento, alargamiento de rotura, contracción, 
temperaturas de aplicación y trabajo, resistencias específicas a la temperatura y 
caducidad. 
 
En la construcción industrial, las uniones realizadas con adhesivos elásticos 
constituyen fijaciones de materiales en las cuales la menor resistencia siempre está en 
la propia unión, al contrario de lo que ocurre con la soldadura y otras fijaciones 
mecánicas. Por ello la resistencia del propio adhesivo es el eje de cálculo de la unión. 
Se debe elegir el adhesivo más apropiado, fijando el producto conforme no sólo 
a las características mecánicas y elásticas del mismo, sino a la facilidad adaptación al 
proceso de fabricación. Por ejemplo, en el pegado de un suelo de autobús, puede ser 
conveniente que el tiempo de formación de película del adhesivo sea dilatado con objeto 
de tener tiempo de colocar todos los paneles durante el tiempo abierto del producto; en 
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otras ocasiones se puede necesitar un adhesivo muy rápido con objeto de que se pueda 
trabajar lo antes posible sobre el suelo del vehículo. 
Por otra parte, para los recubrimientos existen unos materiales denominados 
textiles técnicos deformables. Éstos, compuestos de fibras textiles, se tricotan partiendo 
como materia prima de textiles de poliéster, vidrio y fibra de algodón entre otros y se 
impregnan con resinas estabilizantes. Deformando el material en una estructura 
tridimensional, a través de embutición por una herramienta calentada, y endureciendo 
la resina durante la fabricación, se obtiene un producto deformado ligero, permeable a 
los gases y líquidos, deformable y esponjoso. 
Con estos productos se fabrica paneles con distintos recubrimientos tales como 
chapas de aluminio, madera y materiales sintéticos de todo tipo. Permiten aplicaciones 
en recubrimientos ligeros en interiores de vehículos (techo, laterales, portaequipajes, 
etc,), pueden ser utilizados como soporte estructural de materiales aislantes acústicos 
y pueden emplearse como cinta adhesiva antivibratoria en juntas. 
Otro de los materiales que cada vez encuentra mayor aplicación en el carrozado 
de autocares, fundamentalmente, en lo que a piezas de recubrimiento interior se refiere, 
son las espumas de poliuretano de diferentes densidades. 
Dependiendo de su aplicación, estas espumas de poliuretano (cintas adhesivas, 
juntas, filtros, aislamiento acústico, decoración, embalaje, etc.) se fabrican con 
densidades comprendidas entre 50 y 450 Kg/m3 (en el caso de destinarse a la absorción 
acústica, la densidad de la espuma es inferior, alrededor de 20 Kg/ m3) con excelentes 
condiciones de elasticidad. Por su porosidad es permeable al agua, vapor y aire. 
Se pueden cortar, troquelar, serrar, estampar, forrar y recubrir (con textiles o 
cuero artificial). Mediante aportación de calor se pueden deformar o fundir y al 
refrigerarse recuperan su carga y resistencia, denominándose termo-plásticos. Por 
procedimientos similares, pero con densidades mucho más elevadas, se pueden 
conseguir resistencias mecánicas, denominándose duro-plásticos. 
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Análisis tensional 
En el diseño de un autobús deben tenerse en cuenta cuatro niveles de 
aproximación metodológica, de acuerdo con lo sugerido por Matolcsy [170]: 
1) Análisis de la estructura completa. 
2) Análisis de elementos estructurales simples. 
3) Estudio de secciones críticas. 
4) Localización de zonas de concentración de tensiones. 
 
Los análisis antes referidos se basan fundamentalmente en la implementación 
de modelos numéricos basados en el modelo de elementos finitos. Para la validación de 
los citados modelos y para una mejor comprensión del comportamiento real de las 
estructuras se deben realizar posteriormente análisis experimentales en condiciones 
reales de funcionamiento. 
 
 
  Figura 1. 15. Espacio de supervivencia 
La estructura lateral del autobús con 
paneles pegados se comporta como un 
sándwich aumentando considerablemente su 
módulo resistente (Figura 1.15). 
Las lunas pegadas también 
contribuyen a aumentar el módulo resistente 
de la estructura hasta que se produce la 
rotura. 
En el caso de grandes deformaciones, 
vuelco, accidente frontal, etc. la elasticidad de 
los adhesivos hace que los paneles no se 
arranquen del resto de la estructura con lo 
que conseguimos que la energía absorbida 
por esta sea mayor. 
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El Reglamento 66 [210], anteriormente mencionado, exige que la 
superestructura del vehículo tenga la resistencia suficiente para asegurar que durante y 
después de pasar por uno de los métodos de ensayo o cálculo prescrito en el mismo, 
ninguna parte deformada de la carrocería del vehículo invada el espacio de 
supervivencia de los ocupantes y ninguna parte del espacio de supervivencia sobresalga 
de la estructura deformada. Este Reglamento permite seleccionar entre cuatro tipos de 
métodos de ensayo o cálculo para cada tipo de vehículo, a elección del fabricante o de 
acuerdo con otro método alternativo aprobado por la autoridad competente. Estos cuatro 
métodos para la verificación del vehículo son: 
- Ensayo del vehículo completo. 
- Ensayo de vuelco de una o varias secciones representativas del vehículo 
completo. 
- Ensayo de impacto con péndulo, sobre una o varias secciones del vehículo. 
- Cálculo de la superestructura mediante programas informáticos validados. Los 
cálculos simularán la energía y dirección del impacto que se darían si esa 
superestructura concreta fuera sometida al ensayo de vuelco prescrito. 
 
En lo referente al cálculo de las tensiones a las que está sometida la estructura 
del autobús, es de vital importancia determinar correctamente las cargas a las que 
estará sometido el autobús (principalmente tensiones internas del autobús y carga de 
los pasajeros).  
La concentración de tensiones o el debilitamiento local de la sección en perfiles 
continuos pueden encontrarse generalmente en lugares donde el perfil va unido a 
elementos adyacentes [108]. 
Todas las investigaciones al respecto [99, 108] han coincidido en señalar la zona 
de las uniones de la superestructura de un autobús como la más susceptible a la 
deformación plástica, en particular la unión de los perfiles que forman los montantes de 
las ventanas y su unión con la celosía lateral, a nivel de ventanas o paso de ruedas. 
Además, el hecho de que las uniones son las zonas en que se concentran las 
soldaduras, hace que éstas sean el punto crítico en el estudio de las tensiones 
residuales de la superestructura del autobús. Así pues, se hace necesario tipificar las 
distintas uniones que pueden aparecer en ella. 
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J. A. García [108] estudió las uniones de un autobús, en concreto, las 
propiedades características de los perfiles a flexión. Simplificó éstos a dos tipos en 
función de si el larguero se ve interrumpido por el montante vertical (denominada tipo A) 
o viceversa (denominada tipo B), tal y como se muestra en las Figuras 1.16 y 1.17. 
 
 
Figura 1. 16. Unión tipo A 
 
Figura 1. 17. Unión tipo B 
 
E. Olmeda [188] realizó un estudio detallado de los diferentes tipos de unión que 
se encuentran presentes en las estructuras de los autobuses para realizar una 
caracterización y tipificación de los mismos. Determinó que los elementos principales 
que conforman cada unión se pueden simplificar en perfiles y carletas. Las cartelas son 
elementos cuya misión es aumentar la rigidez en las dos direcciones de la unión 
existente entre perfiles. 
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En el proceso de diseño de un autobús las técnicas de dimensionamiento más 
habituales se basan en el cálculo de los niveles de tensiones inducidas por cargas 
estáticas de flexión y de torsión, procediéndose posteriormente a incrementar, de forma 
conservadora, con coeficientes adecuados que pretenden cuantificar los efectos 
dinámicos, la corrosión y la concentración de tensiones. 
Las cargas debidas al peso propio de un autobús suelen considerarse simples 
de determinar, ya que los pesos de las diferentes partes que lo componen 
(superestructura, cubiertas, etc.) suelen ser conocidos. Sin embargo, el cálculo de las 
tensiones debidas al peso propio de los componentes que forman una estructura no es 
tan inmediato. Diversos estudios [10, 54] han tratado de profundizar en esta cuestión. 
El problema surge una vez que se ha montado la estructura y las cargas están 
aplicadas, ya que no existe un método experimental para medir las tensiones que 
existen en sus componentes de forma exacta. 
El problema se incrementa cuando las cargas se redistribuyen debido a un daño 
sufrido en la estructura o a una modificación de la misma, como consecuencia de 
procesos de mantenimiento y rehabilitación. Por ejemplo, en el caso de que una viga de 
un autobús falle por rotura o corrosión, la carga que soporta esta viga se redistribuye 
entre el resto de las vigas intactas de la estructura, pudiendo provocar una sobrecarga 
en alguna de ellas. 
Existen métodos para predecir esta redistribución, como puede ser el tomar 
medidas durante el proceso de reparación. Estos métodos no son siempre exactos, ya 
que las medidas podrían incluir nuevas tensiones residuales debidas al propio proceso. 
Las tensiones residuales (internas) de la estructura de un material o componente 
son las tensiones que existen en él cuando no existen (y a veces ni siquiera han existido 
anteriormente) solicitaciones o cargas externas. Su aparición se debe en muchos casos 
a los procesos de conformado, soldadura, mecanizado, tratamientos térmicos, etc. 
sufridos por la pieza, aunque también pueden aparecer debido a los procesos de 
montaje de la pieza en una estructura o por sobrecargas ocasionales. La propia 
extrusión en frío o en caliente, empleada en la fabricación de los perfiles, supone una 
importante fuente de concentración de tensiones residuales. 
La presencia de tensiones residuales, generalmente, es perjudicial para la vida 
en servicio de una estructura, pudiendo provocar fallo por fatiga [245] o incluso fallo bajo 
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la acción de cargas estáticas aparentemente inofensivas, ya que la superposición de 
estas cargas estáticas con las ya existentes, de valor y dirección desconocidos, pueden 
producir el fallo de la estructura. 
Un aspecto particularmente insidioso de las tensiones residuales es que no se 
detecta su presencia hasta después del fallo o mal funcionamiento del componente 
afectado. 
Se suele recurrir a técnicas extensométricas convencionales para determinar las 
tensiones mecánicas de un vehículo (ensayos clásicos, estáticos o dinámicos). Para 
ello, se mide de forma diferencial las variaciones de deformación entre dos estados 
diferentes de carga. Por tanto, con este método no es posible medir las tensiones 
residuales presentes en el vehículo. 
Esta dificultad, inherente a la propia metodología, hace que al utilizar estos 
métodos sobre un autobús no se considere, ni sea posible medir, las tensiones 
residuales que soporta la estructura del mismo. A estas tensiones contribuye el peso de 
componentes como el bastidor, la carrocería y otros elementos adicionales, como el aire 
acondicionado. 
1.5 Modelo de elementos finitos de la carrocería de un autobús  
El Modelo de Elementos Finitos, en lo sucesivo MEF, permite realizar un modelo 
matemático de cálculo del sistema real, más fácil y económico de modificar que un 
prototipo.  
En una simulación estructural el análisis de elementos finitos ayuda a visualizar 
rigideces y fuerzas; permite una detallada visualización de, por ejemplo, aquellos puntos 
donde las estructuras se doblan o torsionan, muestra la distribución de esfuerzos y 
desplazamientos, etc. La detección de parámetros críticos contribuye a la mejora de los 
tiempos de producción. 
Este método se originó como un método de análisis estructural de matrices de 
desplazamiento y fue utilizado principalmente en la industria aeroespacial británica. 
Permite resolver ecuaciones diferenciales asociadas a un problema físico sobre 
geometrías complicadas. Para construir el sistema de ecuaciones se aplica, a cada 
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elemento las ecuaciones de equilibrio, las consideraciones físicas aplicables y las 
relaciones constitutivas.  
 
Conceptos Generales: 
La idea general del MEF es la división de un medio continuo en un conjunto de 
pequeños elementos interconectados por una serie de puntos llamados nodos. Las 
ecuaciones, que rigen el comportamiento del continuo, regirán también el del elemento. 
De este modo se consigue pasar de un sistema continúo, regido por un sistema de 
ecuaciones diferenciales y con infinitos grados de libertad, a un sistema con un número 
de grados de libertad finito cuyo comportamiento se modela por un sistema de 
ecuaciones, lineales o no.  
Se define: 
- Dominio: Espacio geométrico donde se analiza el sistema. 
- Condiciones de contorno: Variables conocidas y que condicionan el cambio del 
sistema (cargas, desplazamientos, etc). 
- Incógnitas: Variables del sistema cuyos valores se desea conocer. 
 
Para solucionar el problema, el dominio se divide en subdominios denominados 
elementos de forma que el dominio total se aproxime mediante el conjunto de porciones 
(elementos) en que se subdivide. La división, en el caso unidimensional, se realiza 
mediante puntos; en el caso bidimensional, mediante líneas; en el caso tridimensional 
mediante superficies imaginarias. 
Los elementos se definen por un número discreto de puntos, llamados nodos, 
que conectan entre si dichos elementos. Sobre estos nodos se materializan las 
incógnitas fundamentales del problema. En el caso de elementos estructurales estas 
incógnitas son los desplazamientos nodales, ya que a partir de éstos se puede calcular 
el resto de incógnitas que interesen: tensiones, deformaciones, etc. A estas incógnitas 
se les denomina grados de libertad de cada nodo. Los grados de libertad de un nodo 
son las variables que determinan el estado y/o posición del nodo.  
Para obtener la evolución temporal de cualquiera de los grados de libertad se 
plantea la ecuación diferencial que rige el comportamiento del continuo para el 
elemento, llegando a fórmulas que relacionan el comportamiento en el interior del mismo 
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con el valor que tomen los grados de libertad nodales. Este paso se realiza por medio 
de unas funciones llamadas de interpolación, ya que éstas ‘interpolan’ el valor de la 
variable nodal dentro del elemento. El problema se formula en forma matricial debido a 
la facilidad de manipulación de las matrices mediante ordenador. Conocidas las matrices 
que definen el comportamiento del elemento (en el caso estructural serán las llamadas 
matrices de rigidez, amortiguamiento y masa, aunque esta terminología ha sido 
aceptada en otros campos de conocimiento) se ensamblan y se forma un conjunto de 
ecuaciones algebraicas, lineales o no, que resolviéndolas nos proporcionan los valores 
de los grados de libertad en los nodos del sistema.  
En general, las fases de desarrollo son tres: 
1. Pre-procesamiento. Se define el modelo de elementos finitos, estableciendo las 
características físicas y geométricas del modelo, y los factores ambientales que 
influyen en él. Es la fase que requiere más tiempo de todo el análisis 
2. Solución del análisis. Se aplica el sistema de cargas al modelo y se eligen los 
parámetros de solución del sistema de ecuaciones que genera el problema 
3. Post-procesado de resultados. Se procesan los resultados usando herramientas de 
visualización (gráficas, animaciones, etc.) para el desarrollo de conclusiones 
 
Por lo que respecta a MEF y a superestructuras de autobús, diversos autores 
[entre otros 118] han desarrollado modelos para analizar el comportamiento de una 
superestructura de autobús urbano. 
1.6 Ensayos de estabilidad lateral y ensayos de vuelco de un 
autobús 
Un vehículo, sobre el que actúa un esfuerzo lateral aplicado a una cierta distancia 
del suelo, tiende a sufrir un deslizamiento lateral que se ve impedido por la adherencia 
entre neumáticos y calzada u otros obstáculos como bordillos. Superadas unas 
determinadas condiciones puede producirse el derrape, superación de la adherencia 
lateral disponible, o el vuelco. 
Cuando la fuerza lateral tiene como causa la aceleración centrípeta al circular en 
curva, ésta puede considerarse aplicada en el centro de gravedad del vehículo y se 
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producirá vuelco siempre que su valor sea suficientemente grande y encuentre una 
resistencia de igual valor al deslizamiento lateral de las ruedas. 
Al valor de la aceleración lateral a partir del cual se produce el vuelco de un 
vehículo se denomina límite de vuelco o umbral de vuelco. Se considera que un vehículo 
ha volcado cuando la última rueda, correspondiente al lado interior de la curva, ha 
perdido el contacto con la calzada. 
El Reglamento 66 de Ginebra [210] tiene en cuenta que la mayoría de los vuelcos 
se producen a velocidades de desplazamiento en dirección longitudinal, moderadas o 
bajas, puesto que las deformaciones observadas en la superestructura son casi 
exclusivamente en dirección transversal. En todo caso, la velocidad de desplazamiento 
longitudinal, en el momento del vuelco y los esfuerzos longitudinales que originan, no 
son, en general, suficientes para provocar el colapso o la rotura de las estructuras en 
esta dirección. 
La Directiva 2001/85/CE [92], en su punto 7.4, incorpora entre sus requisitos el 
ensayo de estabilidad a vuelco. Fija que los vehículos deben soportar, sin que se 
produzca el vuelco del vehículo, un ángulo de inclinación lateral sobre plataforma de 
28º, con el vehículo en orden de marcha y unas masas Q determinadas. En el caso de 
viajeros de pie, la masa Q se deberá distribuir por el espacio destinado a tal fin colocada 
a una altura de 875 mm y en el caso de llevar sillas de ruedas se deberá colocar una 
masa de 250 kg a una altura de 500 mm del suelo (Figura 1.18). 
 
Figura 1. 18. Ensayo de estabilidad lateral en un autocar 
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Se colocan unos topes laterales que sólo tienen contacto con las ruedas para 
evitar que el vehículo deslice transversalmente. Se va aumentando lentamente el ángulo 
de inclinación hasta lograr la inestabilidad del vehículo (vuelco) que se evita con unos 
dispositivos de amarre en la parte inferior de la plataforma. Se mide el ángulo girado 
considerando al vehículo como un sólido rígido y se determina la altura del centro de 
gravedad y su movimiento (Figura 1.19). 
 
Figura 1. 19. Determinación del centro de gravedad 
 
 
La altura del centro de gravedad se calcula como: 
ℎ = 𝑟 + 
𝑙
tan ∅
 
 
(1. 1) 
Definiéndose l (Figura 1.20): 
𝑙 =  
𝐵
2
± 𝑏𝐺 
 
(1. 2) 
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Figura 1. 20. Posición centro de gravedad 
Siendo: 
B: ancho de vía 
h: altura del centro de gravedad 
bG: distancia horizontal del centro de gravedad al plano medio del autobús 
r: distancia al suelo del eje longitudinal de la sección de la rueda alrededor de la cual 
se produce el balanceo 
ϕ: el ángulo de inclinación de la plataforma al que se produce el vuelco 
En la Tabla 1.3 se muestran, a modo de ejemplo, algunos datos característicos 
de autobuses interurbanos. 
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Figura 1. 21. Dimensiones para l/h=0,38 
 
Puede observarse que no se considera aquí la elasticidad de los neumáticos, ni 
la suspensión ni los efectos amortiguadores al vuelco de la torsión de la carrocería. Por 
ello, los valores obtenidos no son conservadores. 
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2 OBJETIVOS DE LA TESIS 
 
 
Los objetivos planteados en esta Tesis son los siguientes: 
Plantear un modelo matemático que represente la dinámica lateral de un autobús 
a su paso por una curva. El modelo considera el comportamiento asimétrico de la 
suspensión neumática, la utilización de barra estabilizadora, el comportamiento de los 
neumáticos y la rigidez a torsión de un autobús. 
Estudiar el comportamiento a torsión de un autobús considerando el diseño 
asimétrico de la carrocería. 
Analizar la respuesta asimétrica que produce del empleo de suspensiones 
neumáticas. 
Diseñar conceptualmente una electrónica embarcada que, provista de sensores 
de reducido coste, permita determinar en tiempo real los parámetros que caracterizan 
el comportamiento en curva de un vehículo. 
Realización de ensayos en carretera para analizar el comportamiento del 
autobús a su paso por una curva y validar las hipótesis y ecuaciones planteadas en el 
modelo matemático. Obtener la relación entre el ángulo de balanceo y la aceleración 
lateral para un autobús real. 
Desarrollar una metodología para el cálculo de la rigidez a torsión de un autocar 
mediante la realización de ensayos estáticos. Validar la metodología en un vehículo real, 
calculando la rigidez a torsión del mismo y la energía potencial acumulada.  
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3 FASES DE TRABAJO 
En la presente tesis doctoral se plantea un modelo de ecuaciones para la 
dinámica lateral de un autobús a su paso por una curva. Las ecuaciones consideran dos 
modelos planos de dinámica lateral unidos por un modelo torsional. 
Junto con las consideraciones elásticas pertinentes, se plantea un modelo 
teórico de torsión para, a continuación, proponer una metodología de ensayos estáticos 
de vehículo que lleve a determinar la rigidez a torsión global del mismo. 
Ensayos posteriores en carretera permiten comprobar que el sistema de 
ecuaciones planteado es correcto y suficiente. Además, se realiza un análisis de 
sensibilidad para determinar los parámetros más significativos que afectan al balanceo 
del autocar. 
Con el modelo validado experimentalmente se propone un diseño conceptual de 
un prototipo de electrónica embarcada (SEM) que resuelva las ecuaciones teóricas a 
tiempo real. El sistema toma como datos las señales que provienen de los diferentes 
sensores embarcados en el vehículo. 
 Finalmente se extraen las conclusiones pertinentes y se plantean posibles 
desarrollos futuros. 
En la figura 3.1 se muestra un esquema de las fases del trabajo planteado. 
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4 DISEÑO DE ELEMENTOS DE 
LA SUSPENSIÓN 
 
 
4.1 Suspensión neumática 
Cierto tipo de vehículos, en el caso que nos ocupa, autobuses y autocares, 
portan un sistema de suspensión denominado neumático que está compuesto de un 
circuito de aire comprimido, suministrado generalmente por un compresor coaxial con el 
eje de salida del motor térmico, que impulsa el vehículo. El aire se almacena en unos 
calderines y mediante la acción de una válvula niveladora se suministra un cierto caudal 
de aire a un elemento de caucho inflable denominado fuelle neumático. La válvula 
niveladora actúa según las variaciones de altura del bastidor del vehículo. 
La acción llevada a cabo por los fuelles neumáticos implica control constante del 
aire comprimido que se halla dentro de ellos. Esta característica es lo que hace posible 
que se pueda adaptar la suspensión a diferentes estados de carga, a diferente reparto 
de pesos entre ambos lados del mismo eje y a la posibilidad de elevar hasta un 
determinado nivel el bastidor del autobús o del camión (Figuras 4.1, 4.2 y 4.3). 
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Figura 4. 1. Fuelle neumático y amortiguador I 
 
 
 
Figura 4. 2. Fuelle neumático y amortiguador II 
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Figura 4. 3. Eje delantero de un autobús 
En la figura 4.4 y 4.5 se puede apreciar la complejidad de la instalación de un 
circuito neumático en este tipo de vehículos. 
Figura 4. 4. Suspensión neumática: eje delantero y eje trasero 
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Figura 4. 5. Esquema de circuito de suspensión neumática 
 
El compresor, accionado por el motor térmico, comprime el aire (previamente 
filtrado) y lo envía hasta el depósito de frenos (son prioritarios los frenos a las 
suspensiones), alcanzando una presión en el interior de unos 10 kgf/cm2. Una vez 
alcanzada esta presión, una válvula de alivio situada a la entrada del circuito de 
suspensión, permite el paso de aire a la suspensión cuando el circuito de frenos ha 
alcanzado su presión. Por debajo de esta presión, el aire sólo alimenta el circuito de 
frenos; si por cualquier circunstancia, bajara la presión de los frenos, esta válvula 
permitiría pasar aire de la suspensión a los frenos. En el depósito de la suspensión se 
almacena el aire a unos 12 kgf/cm2. 
El manómetro va instalado en la cabina para que el conductor pueda ver en todo 
momento la presión que tiene el circuito. Así mismo, el conductor puede accionar un 
mando eléctrico que activa la válvula distribuidora 4/3 o válvula de accionamiento 
manual. 
Las válvulas de nivel (marca 15 en la figura 4.5) son válvulas distribuidoras 4/3 
que tienen la misión de regular la cantidad de aire que entra o sale de los fuelles en 
función de la carga que tenga el vehículo. A ellas les llega la mayor o menor presión que 
manda la válvula solenoide (marca 14 en la figura 4.5), según la corriente recibida. 
La válvula limitadora de presión (marca 4 en la figura 4.5) tiene la misión de 
mantener la presión constante dentro de unos márgenes. La válvula limitadora de altura 
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(marca 19 en la figura 4.5) impide la elevación de la plataforma cuando la altura 
alcanzada pueda ser perjudicial para el sistema. 
El autor Rompe [219] estudia el comportamiento del regulador de la suspensión 
neumática en autobuses cuando éstos se ven sometidos a una aceleración lateral. Los 
datos que aporta se basan en la medición de las características elásticas de la 
suspensión.  
Con base en los estudios de Rompe, se puede concluir que se necesitan 25 
segundos de actuación de la suspensión neumática para reducir el ángulo de inclinación 
de 4º a 2,6º. Suponiendo una velocidad máxima de 80 km/h, el máximo radio de una 
curva por la que podrá circular un vehículo con aceleración transversal de 0.3 g será de 
160 m (Ecuación 4.1). 
0,3𝑔 =
(
80
3,6)
2
9,81 ∙ 160
 
 
(4. 1) 
 
Para que el sistema de regulación actúe completamente se tiene que recorrer, 
con este radio de curvatura de 160 m, un ángulo periférico de aproximadamente 200º. 
Según se deduce de las expresiones 4.2 y 4.3, para radios menores el ángulo periférico 
será mayor: 
80
3,6
 𝑚/𝑠 ∙ 25𝑠 =  555𝑚  
 
(4. 2) 
 
Á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑟𝑒𝑐𝑜𝑟𝑟𝑖𝑑𝑜 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎𝑐𝑡𝑢𝑎𝑐𝑖ó𝑛 =
555𝑚
2𝜋 · 160𝑚
· 360° = 200° 
 
(4. 3) 
 
No se han considerado los recorridos muertos de la timonería que hacen que el 
sistema de regulación no actúe instantáneamente cuando se produce una variación en 
el recorrido de la suspensión.  
Al estudiar el límite de vuelco se ha de suponer que el sistema de regulación no 
llega a actuar en las curvas. En la práctica, dado el gran volumen de aire necesario, este 
sistema solamente se emplea para la regulación del nivel de la masa suspendida 
respecto a los ejes. La influencia del sistema regulador sólo se aprecia en curvas 
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prolongadas y de radio de curvatura elevado que se recorren, generalmente, con menos 
aceleración transversal.  
La característica fundamental del sistema utilizado en la suspensión neumática 
consiste en mantener de forma automática el nivel de carga. Esto se consigue con una 
regulación del nivel de aire existente en el interior de los fuelles [186].  
Así pues, cuando la carga aumenta y los fuelles se comprimen, el sistema 
aumenta la presión de aire en éstos y la suspensión recupera la altura prefijada. 
En la figura 4.6 se muestra un fuelle neumático en el que, además de las partes 
metálicas y la carcasa de goma, se distingue un tope de forma maciza sujetado a la 
parte superior. Este tope sirve como final de carrera de la suspensión, evitando que las 
partes metálicas puedan entrar en contacto y se deterioren cuando el fuelle, por avería, 
se ha quedado sin aire; permite circular al vehículo aún sin aire en los fuelles. 
 Figura 4. 6. Fuelle neumático de diafragma 
El fuelle está constituido por un recipiente elástico diseñado de forma que 
solamente permita ser deformado en el sentido de sus ejes, variando su altura H sin que 
su diámetro medio y su área correspondiente sufran variaciones excesivas. 
La carga que puede soportar un fuelle viene dada por la expresión 4.4: 
𝑄 = Á𝑟𝑒𝑎 𝑒𝑓𝑖𝑐𝑎𝑧 ∙ 𝑃𝑟𝑒𝑠𝑖ó𝑛 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑛𝑎 (4. 4) 
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Se puede obtener una gama continua de cargas manteniendo constante la altura 
H y variando la presión interior del fuelle. 
Al aumentar la altura H del fuelle, aumenta el volumen y disminuye el diámetro 
medio (a la inversa al disminuir la altura). Ésto se consigue al abrir y cerrar el paso de 
aire mediante la válvula niveladora. 
Si un cilindro rígido contiene aire en su interior a una presión p1 y con un volumen 
V1 podrá mantener en equilibrio un peso Q1 a una altura f1. El volumen ocupado por el 
aire en el cilindro bajo la carga estática Q1 es:  
𝑉1 = 𝑓1 ∙  𝛺 (4. 5) 
siendo Ω la sección transversal del pistón. 
El pistón está sometido por su parte exterior a una carga estática Q1 
incrementada por otra que origina la presión atmosférica, p0, es decir, 
𝑄𝑒 =  𝑄1 +  𝑝0 ∙ 𝛺 (4. 6) 
La carga exterior, Qe, ha de estar en equilibrio con la carga que desde el interior 
del fuelle ejerce el aire comprimido, Q1. Por lo tanto, teniendo en cuenta la ecuación 4.6, 
se tiene: 
𝑄1 + 𝑝0 ∙ 𝛺 = 𝑝1 ∙ 𝛺 (4. 7) 
𝑝1 =
𝑄1 + 𝑝0 ∙ 𝛺
𝛺
(4. 8) 
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𝑝 =
𝑝1
(1 −
𝑥
𝑓1
)
𝛾 (4. 13) 
La ecuación de equilibrio del pistón es 
𝑄 + 𝑝0 ∙ 𝛺 = 𝑝 ∙ 𝛺 (4. 14) 
Sustituyendo en la ecuación 4.14 los valores de p y p1 obtenidos en las 
ecuaciones 4.13 y 4.8 respectivamente, se tiene: 
𝑄 + 𝑝0 ∙ 𝛺 =
𝑄1 + 𝑝0 ∙ 𝛺
𝛺
∙
1
(1 −
𝑥
𝑓1
)
𝛾
(4. 15) 
𝑄 =
𝑄1+ 𝑝0 ∙ 𝛺
𝛺 ∙ (1 −
𝑥
𝑓1
)
𝛾 − 𝑝0 ∙ 𝛺 (4. 16) 
Designando por k: 
𝑘 =
𝑄1 + 𝑝0 ∙ 𝛺
𝛺
= 𝑐𝑡𝑒 
(4. 17) 
y derivando respecto de x, se obtiene el valor de la rigidez vertical: 
𝑅𝑖 =
𝜕𝑄
𝜕𝑥
=
−𝛾 (1 −
𝑥
𝑓1
)
𝛾−1
(−
1
𝑓1
) 𝑘
[(1 −
𝑥
𝑓1
)
𝛾
]
2 =
𝛾
𝑓1
𝑘 (1 −
𝑥
𝑓1
)
𝛾−1−2𝛾
=
𝛾
𝑓1
𝑘 (1 −
𝑥
𝑓1
)
−(1+𝛾)
=
𝛾
𝑓1
𝑘
1
(1 −
𝑥
𝑓1
)
(1+𝛾)
=
𝛾
𝑓1
𝑄1 + 𝑝0 ∙ 𝛺
𝛺 ∙ (1 −
𝑥
𝑓1
)
1+𝛾
(4. 18) 
Haciendo x=0 se obtiene la rigidez estática cuyo valor es: 
𝛺
𝛺
𝛺
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𝑅𝑒 =
𝛾
𝑓1
(
𝑄1 + 𝑝0 ∙ 𝛺
𝛺
) (4. 19) 
Puede observarse que la rigidez estática Re aumenta rápidamente con la carga 
estática Q1 (si Q1 aumenta, f1 disminuye y por consiguiente la relación 
𝛾
𝑓1
 aumenta). Para
evitar este inconveniente se emplea una válvula compensadora (figura 4.8) que 
introduce aire a presión en el interior del fuelle neumático cuando el peso del vehículo 
se ve incrementado o lo evacua cuando la carga disminuye. Con esta acción se 
consigue mantener la horizontalidad del vehículo. 
En la figura 4.8 se representa de forma esquemática el montaje de la suspensión 
neumática sobre el eje delantero del vehículo. 
Figura 4. 8. Válvula niveladora o limitadora de presión 
El fuelle neumático está apoyado sobre el eje delantero del vehículo, o muy cerca 
de éste, por medio de una placa fuertemente fijada a él. En la figura 4.8 se aprecia, 
además, el montaje de la válvula niveladora sobre el bastidor y la timonería de 
regulación de nivel. Se puede observar como al variar la altura del bastidor con respecto 
a la placa fija del eje delantero, el fuelle se comprime o se expansiona (según el caso) 
variando su altura H y haciendo que la varilla d desplace a la palanca b de accionamiento 
de la válvula, dando lugar a que se introduzca aire a presión (admisión) o se expulse 
(descarga) el aire del interior del fuelle. 
𝛺
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En la figura 4.9 se representa de forma esquemática el montaje de la suspensión 
neumática sobre el eje trasero. Normalmente en los autocares, la carga sobre este eje 
es soportada por cuatro fuelles de goma. 
Figura 4. 9. Viga solidaria al eje trasero 
Los muelles no pueden soportar ningún tipo de carga longitudinal ni transversal 
dado que sus deformaciones son muy limitadas; en el caso de pasar de un cierto valor 
daría lugar a su rotura. Debido a ello, estos tipos de esfuerzos deben ser aportados 
exclusivamente por las barras estabilizadoras. No obstante, frente a solicitaciones 
longitudinales y transversales se admite una deformación máxima de ± 10 mm. 
Con las barras estabilizadoras longitudinales (las del sentido de marcha del 
vehículo) se puede regular la alineación de los ejes del vehículo. 
La disposición de las barras estabilizadoras (también llamadas de reacción) y de 
los fuelles en los autocares viene dada por la longitud de éstos y de sus cargas. En la 
figura 4.10 se representa de forma esquemática la disposición que normalmente tienen 
estos elementos en los autocares de máxima longitud y carga autorizada. 
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Figura 4. 10. Barras estabilizadoras 
Como se aprecia en dicha figura sobre el eje delantero del vehículo actúan cuatro 
barras estabilizadoras, la 1, 2, 3 y 4. Las tres primeras son del tipo longitudinal, es decir, 
las encargadas de absorber los esfuerzos de frenado y aceleración que actúen sobre el 
citado eje y la 4 es de tipo transversal, encargada de absorber los esfuerzos 
transversales que actúen sobre ese mismo eje. 
Al lado de cada fuelle se monta un amortiguador cuyo fin es de atenuar las 
fuerzas que actúan entre la masa suspendida y la no suspendida y actuar como 
amortiguamiento de las oscilaciones creadas por las irregularidades de la carretera. 
En la figura 4.11 se muestra la actuación de la válvula niveladora cuando aparece 
una sobrecarga en la rueda. Las cargas siempre son proporcionales a las presiones. 
𝑄1
𝑝1
=
𝑄2
𝑝2
=  … . . = 𝑐𝑡𝑒 (4. 20) 
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alturas de 500 y 350 mm, la variación de altura apenas influye en la capacidad de carga 
del actuador. Esto se debe a que en este intervalo de trabajo la curva es prácticamente 
horizontal. 
Dado que el comportamiento es no lineal, la rigidez de una suspensión 
neumática responde a la ecuación de una parábola que pasa por tres puntos 
característicos, inicialmente conocidos [57]: 
𝑐 = 3𝐴𝑓2 + 2𝐵𝑓 + 𝐶 (4. 21) 
Integrando la expresión anterior (ecuación 4.21) se obtiene la fuerza ejercida por 
la suspensión en función del recorrido: 
𝐹 = ∫ 𝑐𝑑𝑓 = 𝐴𝑓3 + 𝐵𝑓2 + 𝐶𝑓 (4. 22) 
Por tanto, las características no lineales de la suspensión en cada rueda se 
aproximan por un polinomio de tercer grado. Conocida la fuerza vertical F puede 
calcularse el desplazamiento correspondiente a través de la expresión anterior. Para 
este polinomio, en función del tipo de fuelle neumático, se obtienen unos valores de 
fuerza; obsérvese un tipo de curvas características que suministran los fabricantes de 
fuelles neumáticos en función de fuerzas (eje de ordenadas) y desplazamientos (eje de 
abscisas) (Figura 4.13). 
Figura 4. 13. Diferentes tipos de fuelles neumáticos 
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En la fIgura 4.14 puede apreciarse las discontinuidades existentes en los límites 
de recorrido en expansión y retracción de la suspensión; estos movimientos están 
limitados por topes de goma en los muelles al comprimir y por topes en los 
amortiguadores al expandir.  
Figura 4. 14. Recorridos expansión - retracción 
La distancia entre fuelles neumáticos, 
BR, inferior al ancho de vía B, es un 
parámetro fundamental para estudiar 
el comportamiento de la suspensión ya 
que, cuando el vehículo toma una 
curva, la masa suspendida gira dando 
lugar a la extensión de uno de los 
fuelles neumáticos y a la compresión 
del otro. Por ello, uno trabaja en la 
zona de la curva fuerza -  
desplazamiento correspondiente a la 
tracción y el otro en la zona de 
compresión (Figura 4.15). 
Figura 4. 15. Funcionamiento 
simultáneo de fuelles neumáticos, mismo eje 
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Volviendo a la ecuación 4.22 y conocidas las constantes A, B y C, cuando gira la 
masa suspendida respecto del plano que divide verticalmente la suspensión en dos 
mitades iguales, un lado asciende una cierta altura f y el otro una altura -f, dando lugar 
a reacciones (Figura 4.16): 
    Figura 4. 16. Reacciones 
Como la relación Fuerza – Desplazamiento es no lineal: 
𝐹+ ≠ 𝐹− (4. 23) 
𝐹+ = 𝐴𝑓
3 + 𝐵𝑓2 + 𝐶𝑓 (4. 24) 
𝐹− = 𝐴𝑓
3 + 𝐵𝑓2 + 𝐶𝑓 (4. 25) 
Más adelante, cuando se plantea las ecuaciones de movimiento, se considera 
este hecho. Los pares de reacción que suministran ambos fuelles neumáticos también 
son diferentes (Figura 4.17). 
𝑁+ =  𝐹+
𝐵𝑅
2
(4. 26) 
𝑁− =  𝐹−
𝐵𝑅
2
(4. 27) 
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 Figura 4. 17. Par de reacción de la suspensión neumática 
4.2 Elementos de estabilización 
Los elementos de estabilización o barras estabilizadoras pueden ser de dos 
tipos: longitudinales y transversales. 
Los estabilizadores longitudinales regulan los desplazamientos producidos entre 
la masa suspendida y la no suspendida ante esfuerzos de aceleración o frenado. 
Con el fin de reducir el ángulo de inclinación de la caja del vehículo y con objeto, 
por otra parte, de actuar sobre las cargas dinámicas de las ruedas se emplea la barra 
estabilizadora transversal. 
El estabilizador transversal une las ruedas de un mismo eje del vehículo. Su 
misión es la de oponerse al par de vuelco de la masa suspendida mediante una rigidez 
torsional, regulando el balanceo del vehículo y manteniendo, por tanto, su 
horizontalidad.  
Si la caja del vehículo se inclina un ángulo α (figura 4.18), la barra estabilizadora 
transversal torsiona contrarrestando el movimiento. Los brazos extremos unidos a las 
ruedas del mismo eje del vehículo girarán un ángulo β. Para pequeños giros puede 
plantearse: 
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𝐿 ∙ 𝛽 =
𝑙
2
∙ 𝛼 (4. 28) 
Luego, 
𝛽 =
𝑙 ∙ 𝛼
2 ∙ 𝐿
(4. 29) 
donde l es la longitud activa de la barra estabilizadora y L la longitud de cada uno de los 
brazos que unen la misma con la masa no suspendida. 
Figura 4. 18. Barra estabilizadora 
El giro a torsión de la estabilizadora es: 
2 ∙ 𝛽 =
𝑁𝑇 ∙ 𝐿
𝐺 ∙ 𝐼0
(4. 30) 
Donde L, como se ha indicado anteriormente, es la longitud de cada uno de los brazos que 
unen la misma con la masa no suspendida (m), G es el módulo de elasticidad a torsión 
(Pa) e I0 el momento polar de inercia (m-4). 
Sustituyendo el valor de β de la ecuación 4.29 en la ecuación 4.30, se obtiene el 
par torsor: 
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𝑁𝑇 =
𝐺 ∙ 𝐼0 ∙ 𝑙
𝐿2
∙ 𝛼 (4. 31) 
Expresión que relaciona el par de reacción que aparece sobre las ruedas del mismo eje 
en función del ángulo girado por la caja del vehículo. 
Teniendo en cuenta la ecuación 4.28, la fuerza ejercida en cada uno de los 
extremos de las ruedas es, por tanto: 
𝐹 =
𝑁𝑇
𝐿
=
𝐺 ∙ 𝐼0 ∙ 𝑙
𝐿3
∙ 𝛼 =
𝐺 ∙ 𝐼0
𝐿3
∙ 2 ∙ 𝐿 ∙ 𝛽 =
2 ∙ 𝐺 ∙ 𝐼0
𝐿2
∙ 𝛽 (4. 32) 
Al paso por un bache, el vehículo experimenta una elevación o un descenso 
vertical, Z*, de una de las ruedas que provoca un par 𝐹∗ ∙ 𝐿 (Figura 4.19). 
Figura 4. 19. Reacción barra estabilizadora 
Considerando: 
tan 𝛽 ≃ 𝛽 =
𝑍∗
𝐿
(4. 33) 
Luego, la fuerza de reacción que aparece en uno de los extremos de la barra 
estabilizadora es: 
𝐹∗ =
2 ∙ 𝐺 ∙ 𝐼0 ∙ 𝑍
∗
𝐿3
(4. 34) 
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Si se considera que la suspensión neumática proporciona dos fuerzas en cada 
uno de los extremos de las ruedas, F- y F+ (figura 4.20), se debe añadir el efecto 
producido por la barra estabilizadora. Suponiendo que una de las ruedas del eje 
delantero del autobús pasa por un resalte Z* (figura 4.20) se tiene, entonces, un par de 
reacción asimétrico respecto del punto O1 de la masa no suspendida (Ecuación 4.35). 
Figura 4. 20. Reacción de la suspensión al pasar un bache 
𝑀𝑂1 = 𝐹+(𝐵 − 𝑚) − (𝐹
∗ + 𝐹−)𝑚 (4. 35) 
𝑀𝑂1 = 𝐹+𝐵 − 𝐹
∗𝑚 − 𝑚(𝐹+ + 𝐹−) (4. 36) 
siendo m la distancia horizontal que posiciona el centro de balanceo O1 de la masa no 
suspendida. 
El fenómeno se repite cuando en el vehículo, en vez de superar un bache, la 
masa suspendida balancea al tomar una curva. 
En cambio, cuando se produce balanceo, una rueda se mueve bajando o 
subiendo respecto a la carrocería de manera diferente a la otra. La barra se torsiona y 
actúa incrementando la rigidez de balanceo del conjunto de la suspensión. Al aumentar 
el radio de la barra dicha rigidez aumenta. 
Si la barra es instalada en el eje delantero o se incrementa su diámetro, la 
proporción de par de balanceo en este eje aumenta; la rigidez de deriva de sus dos 
neumáticos en conjunto disminuye, el ángulo de deriva aumenta y el vehículo se hace 
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más subvirador. La instalación de una barra antibalanceo en el eje trasero tiene efecto 
opuesto. 
Puede recurrirse a instalar barras en ambos ejes, con mayor diámetro la del 
delantero, al objeto de disminuir el balanceo sin aumentar excesivamente el 
comportamiento subvirador. 
En autobuses y autocares, por lo general, se tiene instalada sólo la barra 
estabilizadora en el eje delantero. 
4.3 Barra Panhard 
En algunas ocasiones, con objeto de estabilizar la masa suspendida respecto de 
la no suspendida al tomar una curva, se monta en el eje trasero una barra articuladora 
en sus extremos, que conecta la masa suspendida por un lateral con la masa no 
suspendida por el otro. Esta barra se denomina como su inventor, Panhard. 
El efecto final que se consigue es graduar la posición del centro de balanceo de 
la masa suspendida, según se anclen o fijen los extremos de dicha barra. 
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5 ECUACIONES 
REPRESENTATIVAS 
 
 
El primer paso de la metodología consiste en el desarrollo de un modelo 
matemático que permita caracterizar el comportamiento de la dinámica lateral de un 
autobús. 
En primer lugar, se realiza un análisis de los parámetros que afectan a la 
estabilidad lateral de un autobús para, posteriormente, plantear las ecuaciones que 
representan la dinámica lateral del autobús en su paso por una curva. 
5.1 Parámetros de un autobús que afectan a su estabilidad lateral 
5.1.1 Centro de gravedad 
La posición del centro de gravedad influye sustancialmente en la dinámica de un 
vehículo. Su determinación puede realizarse de manera teórica o experimental. El 
método analítico empleando elementos finitos, MEF, es complejo y puede dar 
únicamente resultados aproximados. El modo más simple y más exacto que se emplea 
en la práctica para determinar la posición del centro de gravedad es de carácter 
experimental.  
Puede indicarse que la información de la que se dispone no es tan amplia en el 
caso de autobuses y autocares como en el caso de vehículos turismo. 
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Del estudio de los modelos planteados por otros autores se deduce que la 
posición del centro de gravedad del autobús es un parámetro que afecta, en gran 
medida, tanto al valor del límite de vuelco como al de la energía puesta en juego cuando 
éste se produce. Existen diversos métodos aproximativos para determinar esta posición. 
Cuando sobre el centro de gravedad se ejerce la acción de una aceleración 
lateral el sistema de suspensión provoca que la estructura gire respecto de los ejes. La 
superposición de estos factores hace que la posición inicial del centro de gravedad 
respecto de la caja cambie. 
En esta tesis doctoral se supone conocidas tanto la posición del centro de 
gravedad de la estructura como las relativas a cada uno de los ejes, ya que son 
parámetros de diseño. 
Las coordenadas longitudinal y transversal del centro de gravedad se determinan 
con relativa facilidad, mientras que su posición vertical (altura) es más difícil de conocer. 
Ésta se puede calcular, en general, por varios métodos o ensayos diferentes entre el 
que destaca el ensayo de estabilidad lateral, aceptado por todos los países de la 
Comunidad Europea y descrito en el capítulo 1. En general, la determinación teórica de 
la altura del centro de gravedad implica tener que elevar el vehículo, bien 
transversalmente, bien longitudinalmente, para evaluar la transferencia de carga 
producida. 
En la siguiente sección se recopila el método para la determinación del centro 
de gravedad del vehículo según el Reglamento 66 [210]. 
 
5.1.1.1 Determinación del centro de gravedad según el 
Reglamento 66 
 
El Reglamento 66 de la Unión Europea incluye las disposiciones relativas a la 
homologación de vehículos de grandes dimensiones para el transporte de pasajeros por 
lo que respecta a la resistencia de su superestructura. En el anexo 3 del Reglamento se 
incluye las mediciones a considerar para posicionar el centro de gravedad del autobús 
según las siguientes expresiones: 
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𝑙1 =
(𝑃3 + 𝑃4) 𝐿1 + (𝑃5 + 𝑃6) 𝐿2
𝑃𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙
(5. 1) 
Figura 5. 1. Localización del centro de gravedad (perfil) 
Donde cada rueda o rueda gemela del vehículo estará en una célula de carga individual 
(Figura 5.1) y donde se define: 
 P1: carga de reacción sobre la célula de carga bajo la rueda izquierda del primer
eje.
 P2: carga de reacción sobre la célula de carga bajo la rueda derecha del primer
eje.
 P3: carga reacción sobre la célula de carga bajo rueda o ruedas izquierdas
segundo eje.
 P4: carga reacción sobre la célula de carga bajo rueda o ruedas derechas
segundo eje.
 P5: carga reacción sobre la célula de carga bajo rueda o ruedas izquierdas tercer
eje.
 P6: carga reacción sobre la célula de carga bajo rueda o ruedas derechas tercer
eje.
 Ptotal = P1 + P2 + P3 + P4 + P5 + P6 = Masa en Orden de Marcha.
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 L1: distancia desde el centro de la rueda del primer eje hasta el centro de la rueda
del segundo eje.
 L2: distancia desde el centro de la rueda del primer eje hasta el centro de la rueda
del tercer eje.
La posición transversal viene dada por la ecuación 5.2 según Figura 5.2: 
Figura 5. 2. Localización del centro de gravedad (planta) 
𝑡 = [(𝑃1 − 𝑃2)
𝑇1
2
+ (𝑃3 − 𝑃4)
𝑇2
2
+ (𝑃5 − 𝑃6)
𝑇3
2
] 
1
𝑃𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙
(5. 2) 
 T1: distancia entre los centros del dibujo de la rueda o ruedas a cada extremo del
primer eje.
 T2: la distancia entre los centros del dibujo de la rueda o ruedas a cada extremo
del segundo eje.
 T3 = la distancia entre los centros del dibujo de la rueda o ruedas a cada extremo
del tercer eje.
Si el valor de t es negativo, entonces el centro de gravedad del vehículo está 
situado como aparece representado en la Figura 5.2. Es decir, situado a la derecha de 
la línea central del vehículo (VLCP: Vertical Length Central Plane).  
La altura del centro de gravedad se determina basculando el vehículo en sentido 
longitudinal y utilizando células de carga individuales en las ruedas de dos ejes (Figura 
5.3). 
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Figura 5. 3. Altura del centro de gravedad 
 H: diferencia de altura entre los dibujos de las ruedas del primer y segundo eje.
 F1: carga de reacción sobre la célula de carga bajo la rueda izquierda del primer
eje.
 F2: carga de reacción sobre la célula de carga bajo la rueda derecha del primer
eje.
 F3: carga de reacción sobre la célula de carga bajo la rueda izquierda del
segundo eje.
 F4: carga de reacción sobre la célula de carga bajo la rueda derecha del segundo
eje.
 Ftotal = F1 + F2 + F3 + F4 = Masa en Orden de Marcha.
 r: altura del centro de la rueda en el primer eje por encima de la superficie
superior de la célula de carga.
 α: inclinación del ensayo de basculamiento. Su valor viene determinado por la
siguiente expresión:
𝛼 = 𝑎𝑟𝑐 sen (
𝐻
𝐿1
) (5. 3) 
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 h0: altura del centro de gravedad; viene dada por:
ℎ0 = 𝑟 + (
1
tan 𝛼
) (𝑙1 − 𝐿1
𝐹3 + 𝐹4
𝑃𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙
) (5. 4) 
5.1.2 Centro de balanceo 
En el capítulo 4 de esta tesis doctoral se describe el sistema de suspensión que 
incorporan los autobuses con el objeto de mantener el contacto entre las ruedas y la 
carretera y de aislar, el habitáculo destinado al transporte de pasajeros y mercancías, 
de las irregularidades de la calzada. 
En esta sección se ve el efecto del balanceo que produce el sistema de 
suspensión al someter al vehículo a una fuerza lateral. 
El balanceo se define como la rotación en torno al eje x (longitudinal) del 
vehículo. En general, el balanceo de la carrocería, o cuerpo del vehículo, es la suma del 
balanceo de la suspensión y el balanceo del eje producido por las deformaciones de los 
neumáticos, es decir, es la suma del balanceo relativo de la masa suspendida (ϕs) 
respecto a la no suspendida y el balanceo absoluto de la masa no suspendida (ϕss) 
(Figura 5.4).  
  Figura 5. 4. Balanceo de un vehículo 
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En la mayoría de los autobuses para el cálculo exacto del comportamiento 
dinámico hay que considerar el ángulo de torsión de la estructura del autobús ξestructura y 
entonces: 
∅𝑑 = ∅𝑠
𝑑 + ∅𝑠𝑠
𝑑
(5. 5) 
∅𝑡 = ∅𝑠
𝑡 + ∅𝑠𝑠
𝑡
ξ𝑒𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡𝑢𝑟𝑎 = ∅
𝑑 − ∅𝑡 (5. 6) 
Ante el par de balanceo del vehículo (acción), la suspensión reacciona con una 
rigidez (reacción) al balanceo del vehículo, Kϕ, suma de las rigideces al balanceo de la 
suspensión Kϕs y de las ruedas Kϕss.
𝐾∅ = 𝐾∅𝑠 + 𝐾∅𝑠𝑠 (5. 7) 
La rigidez al balanceo de la suspensión dependerá de la rigidez vertical de la 
suspensión, KS, y de la separación entre fuelles neumáticos del mismo eje, BR. Al igual 
que la rigidez al balanceo de las ruedas dependerá de la rigidez radial del neumático, 
KR y del ancho de vía del vehículo, B, según la siguiente expresión: 
𝐾∅𝑠 =
1
2
𝐾𝑆 𝐵𝑅
2 (5. 8) 
𝐾∅𝑠𝑠 =
1
2
𝐾𝑅 𝐵
2 (5. 9) 
Para ángulos de balanceo pequeños, la rigidez depende esencialmente de los 
fuelles neumáticos y las barras estabilizadoras. 
En la Figura 5.5 se representan los dos centros de balanceo, definidos tanto para 
la masa suspendida como para la no suspendida, y los ángulos de balanceo respecto a 
cada uno de ellos. 
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Figura 5. 5. Centros de balanceo de suspensión y neumáticos 
Para analizar el efecto de la suspensión se debe tener en cuenta el momento de 
desplazamiento del centro de gravedad [18]: 
𝑁𝑦𝐷 = 𝑃(ℎ1∅𝑠s + ℎ2∅𝑠) (5. 10) 
Si se analiza los dos casos extremos posibles: 
a) h = h  ;  0 = h 21 . En este caso ambos centros de balanceo coinciden sobre la
superficie de rodadura y el momento de desplazamiento lateral del centro de
gravedad es NyD=P·h·ɸs. El comportamiento sería análogo al de una suspensión
elástica.
b) 0 = h      ,h = h 21 . El centro de balanceo de la suspensión coincide con el centro de
gravedad del vehículo. En este caso NyD=P·h·ɸss. Ante la acción de una aceleración
lateral, el único balanceo producido se deberá a la deformación de los neumáticos,
siendo ɸss<<ɸs. El comportamiento sería análogo al de suspensión rígida. Los casos
reales serán intermedios entres estos dos límites.
Del anterior análisis se deduce claramente que cuanto más alto es el centro de 
balanceo de la masa suspendida (CBS), es decir, mayor es h1, mayor será el valor de 
la aceleración lateral en el umbral de estabilidad y, por tanto, el comportamiento del 
vehículo mejorará desde el punto de vista del vuelco (Figura 5.6). 
ss
s
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Figura 5. 6. Efecto de la altura del centro de balanceo de la suspensión 
La localización del centro de balanceo de la suspensión puede revestir alguna 
dificultad. Como regla general, este punto se encuentra, aproximadamente, a la misma 
altura que los puntos de enlace de la suspensión a la estructura de la masa suspendida. 
En el análisis realizado hasta ahora, de los conceptos relacionados con el 
balanceo y el vuelco, se ha supuesto que el conjunto del vehículo puede quedar 
representado en el plano y que todas sus masas gravitan sobre un único eje y 
suspensión. La realidad, obviamente, no es ésta. En un vehículo de varios ejes, cada 
eje soporta una cierta masa y dispone de una suspensión que otorga de una rigidez de 
balanceo distinta a cada uno de ellos, siendo distintas también las alturas 
correspondientes de los centros de balanceo. 
Es conocida la influencia de la transferencia lateral de carga sobre la pareja de 
neumáticos de un mismo eje. Cuando aumenta el par de balanceo, como consecuencia 
de la aplicación de una fuerza lateral sobre el cuerpo del vehículo, la rigidez de deriva 
del par de neumáticos de un mismo eje disminuye, lo que se traduce en un aumento del 
ángulo de deriva para una aceleración lateral dada. Un aumento de dicho ángulo en las 
ruedas delanteras hace el vehículo más subvirador y lo contrario sucede si el incremento 
se refiere al ángulo de deriva de las ruedas traseras. 
Dependiendo del momento de balanceo compensado en cada eje, existe una 
mayor o menor pérdida de rigidez de deriva de las ruedas del mismo, pudiéndose 
modificar el valor de KV (coeficiente de viraje). Para cuantificar esta influencia es preciso 
Ny
Nyv
NyD 
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calcular la distribución de momentos en función de la rigidez de balanceo de la 
suspensión de las ruedas de cada eje. 
En la Figura 5.7 se representa un modelo representativo de la suspensión de un 
eje de un vehículo cualquiera. En él se representa el centro de balanceo correspondiente 
al eje considerado, así como los principales esfuerzos que intervienen lateralmente y el 
ángulo  de balanceo de la masa suspendida. 
  Figura 5. 7. Modelo simplificado de la suspensión de un vehículo 
Los resortes se deforman una cantidad: 
𝛥𝑍 =
1
2
𝐵𝑅 tan ∅ ≈
1
2
𝐵𝑅∅ 
(5. 11) 
Dicha deformación genera en ellos las fuerzas iguales y de sentido contrario, 
cuyo momento es: 
𝑁∅ = 𝐾𝑆 ∆𝑍 𝐵𝑅 =
1
2
𝐾𝑆 𝐵𝑅 
2 ∅ = 𝐾∅ ∅
(5. 12) 
siendo: 
 KS: Rigidez vertical del resorte equivalente
 Kɸ: Rigidez de balanceo de la suspensión del eje
BR 
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En el caso de que exista barra estabilizadora en el eje considerado, la rigidez de 
balanceo de dicha barra se sumará a la rigidez K. 
El centro de balanceo es un punto ideal en el cual, de ser aplicada la fuerza 
lateral Fy, no se produciría balanceo de la masa suspendida. Los centros de balanceo 
de ambos ejes definen el eje de balanceo de la masa suspendida y será, respecto a ese 
eje, donde se producirá el movimiento de la masa suspendida cuando ésta esté 
sometida exclusivamente al momento de balanceo. 
La transferencia de esfuerzos entre la masa suspendida y no suspendida, 
correspondiente a cada eje, puede calcularse considerando aplicados en el centro de 
balanceo la fuerza lateral Fy y el momento de balanceo calculado anteriormente. Ambas 
son causas de la transferencia de carga Fz entre las ruedas. Tomando momentos 
respecto al punto medio de la proyección del eje sobre la superficie de rodadura: 
(𝐹𝑧𝑒 − 𝐹𝑧𝑖) 
𝐵
2
= 𝐹𝑦 ℎ𝑏 + 𝐾∅ ∅ (5. 13) 
2 ∆𝐹𝑧 =
2 (𝐹𝑦 ℎ𝑏 + 𝐾∅ ∅)
𝐵
(5. 14) 
La transferencia de carga depende, como se deduce de la ecuación anterior, de 
la fuerza lateral aplicable a cada eje. Esta fuerza está influenciada por la posición del 
centro de gravedad, la altura del centro de balanceo y el momento de balanceo que 
depende de la distribución de rigideces de balanceo entre los ejes. 
Si se consideran ambos ejes, como en la figura 5.8 y el eje de balanceo 
anteriormente definido, se puede calcular el momento de balanceo respecto a dicho eje 
por la expresión [18]: 
𝑁∅ = (𝑃 ℎ1 sen ∅ +
𝑃
𝑔
𝑉2
𝑅
 ℎ1 cos ∅) cos 𝜀 (5. 15) 
siendo h1 la distancia en dirección vertical entre el centro de gravedad y el eje de 
balanceo y ԑ el ángulo que forma este eje con la superficie de rodadura. 
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    Figura 5. 8. Posición del centro de balanceo 
Considerando en la expresión del momento de balanceo pequeños valores de  
y  se obtiene: 
𝑁∅ ≈ 𝑃 ℎ1  (∅ +
𝑉2
𝑔 𝑅
) (5. 16) 
Por otra parte, considerando que las rigideces de balanceo en los ejes delantero 
y trasero son Kϕd y Kϕt respectivamente: 
𝑁∅ = 𝑁∅𝑑 + 𝑁∅𝑡 = (𝐾∅𝑑 + 𝐾∅𝑡) ∅ (5. 17) 
Igualando las expresiones del momento de balanceo y despejando : 
∅ =
𝑃 ℎ1  
𝑉2
𝑔 𝑅
𝐾∅𝑑 + 𝐾∅𝑡 − 𝑃 ℎ1
(5. 18) 
𝑅∅ =
𝑑∅
𝑑𝑎𝑦
=
𝑑∅
𝑑 (
𝑉2
𝑔 𝑅)
=
𝑃 ℎ1
𝐾∅𝑑 + 𝐾∅𝑡 − 𝑃 ℎ1
(5. 19) 
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Rϕ se denomina relación de balanceo y expresa la variación del ángulo de 
balanceo con la aceleración lateral en unidades de g. Este parámetro adquiere 
normalmente valores comprendidos entre 3 y 7 grados/g para vehículos turismo. 
Conocido  se obtiene los momentos de balanceo para cada eje: 
𝑁∅𝑑 = 𝐾∅𝑑  
𝑃 ℎ1  
𝑉2
𝑔 𝑅
𝐾∅𝑑 + 𝐾∅𝑡 − 𝑃 ℎ1
+ 𝑃𝑑  ℎ𝑏𝑑
𝑉2
𝑔 𝑅
= ∆𝐹𝑧𝑑 𝐵𝑑 (5. 20) 
𝑁∅𝑡 = 𝐾∅𝑡  
𝑃 ℎ1  
𝑉2
𝑔 𝑅
𝐾∅𝑑 + 𝐾∅𝑡 − 𝑃 ℎ1
+ 𝑃𝑡  ℎ𝑏𝑡
𝑉2
𝑔 𝑅
= ∆𝐹𝑧𝑡 𝐵𝑡 (5. 21) 
Siendo ΔFzd y ΔFZt las cargas transferidas desde las ruedas interiores a las exteriores 
en los ejes delantero y trasero, respectivamente. 
Si Nϕd > Nϕt la influencia de la transferencia de carga sobre las ruedas delanteras 
será superior a las traseras en lo que se refiere a la reducción de Kαd y Kαt, lo cual tenderá 
a modificar el comportamiento virador hacia el sobrevirador. Por otra parte, dado que se 
tiende a instalar en el eje delantero suspensiones con menor rigidez vertical, por razones 
de confort, es necesario instalar una barra estabilizadora delante, con el objeto de 
incrementar Kϕd y, por tanto, Nϕd. Si se desea instalar una barra estabilizadora en el eje 
trasero para reducir ϕ, la rigidez de la barra delantera deberá ser superior para lograr el 
efecto deseado en el reparto de Nϕd/Nϕt y evitar un comportamiento sobrevirador 
indeseado. 
5.1.2.1 Posición del centro de balanceo 
La posición del centro de balanceo de la suspensión depende de la cinemática 
de los ejes y de la rigidez de balanceo correspondiente, por lo tanto, su posición se 
modifica con la inclinación de la estructura. La posición del centro de balanceo se 
muestra en la Figura 5.9 y se determina por la distancia, b, al plano longitudinal medio 
del vehículo y por la distancia del centro de balanceo al eje de la rueda, k. La separación 
entre fuelles neumáticos de un mismo eje viene dada por BR y el ancho de vía por B. El 
valor del parámetro k depende de la cinemática de la suspensión y el valor de b viene 
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Figura 5. 11. Neumático sometido a esfuerzo laterales (Fy) 
Un parámetro importante para predecir el comportamiento transversal del 
neumático es la pendiente de la curva fuerza transversal - ángulo de deriva. Esta 
pendiente, evaluada para un ángulo de deriva nulo, es lo que se conoce como rigidez 
de deriva del neumático, calculada según la expresión: 
𝐾𝛼 =
𝑑𝐹𝑦
𝑑𝛼
(5. 25) 
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Conocidos los momentos de balanceo en ambos ejes y la transferencia de 
cargas entre sus ruedas, se podrían determinar los nuevos valores de Kαd y Kαt 
recurriendo a las curvas características de los neumáticos Fyα (FZ) para α = cte. Estas 
curvas se pueden expresar en forma analítica mediante polinomios de segundos orden 
o superior como se indica a continuación:
𝐹𝑦′𝛼 = 𝐾𝛼′  𝛼 = (𝑎 𝐹𝑧 − 𝑏 𝐹𝑧
2) 𝛼 (5. 26) 
siendo a y b, coeficientes dimensionales. 
Considerando las dos ruedas de un eje: 
𝐹𝑦𝛼 = (𝑎 𝐹𝑧𝑒 − 𝑏 𝐹𝑧𝑒
2 + 𝑎 𝐹𝑧𝑖 − 𝑏 𝐹𝑧𝑖
2 ) 𝛼 (5. 27) 
y dado que: 
𝐹𝑧𝑖 = 𝐹𝑧 − ∆𝐹𝑧 (5. 28) 
𝐹𝑧𝑒 = 𝐹𝑧 + ∆𝐹𝑧 (5. 29) 
Resulta: 
𝐹𝑦𝛼 = [𝑎(𝐹𝑧 + ∆𝐹𝑧) − 𝑏(𝐹𝑧 + ∆𝐹𝑧)
2 + 𝑎(𝐹𝑧 − ∆𝐹𝑧) − 𝑏(𝐹𝑧 − ∆𝐹𝑧)
2] 𝛼 (5. 30) 
𝐹𝑦𝛼 = (2 𝑎 𝐹𝑧 − 2 𝑏 𝐹𝑧
2 − 2 𝑏 ∆𝐹𝑧
2) 𝛼 (5. 31) 
En la ecuación anterior los dos primeros términos del paréntesis representan la 
suma de las rigideces de ambos neumáticos sometidos cada uno a la carga estática Fz, 
es decir, Kα, por lo tanto, la ecuación 5.31 puede expresarse por: 
𝐹𝑦𝛼 = ( 𝐾𝛼 − 2 𝑏 ∆𝐹𝑧
2) 𝛼 (5. 32) 
y para ambos ejes puede indicarse:: 
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𝐹𝑦𝛼𝑑 = ( 𝐾𝛼𝑑 − 2 𝑏 ∆𝐹𝑧𝑑
2 ) 𝛼𝑑 =
𝑃𝑑
𝑔
𝑉2
𝑅
= 𝐹𝑦𝑑 
 
(5. 33) 
 
𝐹𝑦𝛼𝑡 = ( 𝐾𝛼𝑡 − 2 𝑏 ∆𝐹𝑧𝑡
2 ) 𝛼𝑡 =
𝑃𝑡
𝑔
𝑉2
𝑅
= 𝐹𝑦𝑡 
 
(5. 34) 
 
de donde: 
𝛼𝑑 =
𝑃𝑑 𝑉
2
𝑔 𝑅
𝐾𝛼𝑑 − 2 𝑏 ∆𝐹𝑧𝑑
2  
 
(5. 35) 
 
𝛼𝑡 =
𝑃𝑡 𝑉
2
𝑔 𝑅
𝐾𝛼𝑡 − 2 𝑏 ∆𝐹𝑧𝑡
2  
 
(5. 36) 
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  Figura 5. 12. Coeficiente de viraje 
Según se deduce de la figura 5.12 la expresión del ángulo de guiado o giro de la 
dirección, δ, es: 
δ =
B
R
+ αd − αt (5. 37) 
y sustituyendo en la ecuación 5.37 los valores de αd y αt de las ecuaciones 5.35 y 5.36 
se obtiene: 
𝛿 =
𝐵
𝑅
+ (
𝑃𝑑
𝐾𝛼𝑑 − 2 𝑏 ∆𝐹𝑧𝑑
2 −
𝑃𝑡
𝐾𝛼𝑡 − 2 𝑏 ∆𝐹𝑧𝑡
2 ) (5. 38) 
Considerando que: 
𝐾𝛼 >> 2 𝑏 ∆𝐹𝑧
2 (5. 39) 
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puede aceptarse: 
1
𝐾𝛼 − 2 𝑏 ∆𝐹𝑧2
=
1
𝐾𝛼 (1 −
2 𝑏 ∆𝐹𝑧2
𝐾𝛼
)
≈
1
𝐾𝛼
(1 +
2 𝑏 ∆𝐹𝑧
2
𝐾𝛼
) (5. 40) 
Sustituyendo la expresión anterior, ecuación 5.40, en la expresión del ángulo de giro de 
la dirección, ecuación 5.38, se obtiene: 
𝛿 =
𝐵
𝑅
+ (
𝑃𝑑
𝐾𝛼𝑑
−
𝑃𝑡
𝐾𝛼𝑡
+
𝑃𝑑  2 𝑏 ∆𝐹𝑧𝑑
2
𝐾𝛼𝑑
2 −
𝑃𝑡  2 𝑏 ∆𝐹𝑧𝑡
2
𝐾𝛼𝑡
2 )
𝑉2
𝑔 𝑅
(5. 41) 
𝛿 =
𝐵
𝑅
+ (𝐿𝑠𝑉 + 𝐾𝑠𝑏)
𝑉2
𝑔 𝑅
(5. 42) 
siendo: 
𝐿𝑠𝑉 =
𝑃𝑑
𝐾𝛼𝑑
−
𝑃𝑡
𝐾𝛼𝑡
(5. 43) 
𝐾𝑠𝑏 =
2 𝑃𝑑  𝑏 ∆𝐹𝑧𝑑
2
𝐾𝛼𝑑
2 −
2 𝑃𝑡 𝑏 ∆𝐹𝑧𝑡
2
𝐾𝛼𝑡
2
(5. 44) 
Representando LsV el coeficiente de viraje y Ksb el coeficiente de viraje debido al 
balanceo. Puesto que todas las variables son positivas, el primer sumando del segundo 
miembro, correspondiente al eje delantero tiene siempre efecto subvirador, mientras que 
el correspondiente a las ruedas traseras lo tiene sobrevirador. El efecto global depende 
de la relación ΔFzd/ΔFzt y ésta de Kɸd/Kɸt como se indicó anteriormente. Esta relación 
será función del diseño total del vehículo, influyendo decisivamente los sistemas de 
suspensión, la dirección y los neumáticos. Se puede diseñar vehículos en los que el 
ángulo de guiado, δ, se reduzca ligeramente (efecto subvirador) bajo la influencia del 
balanceo de la carrocería. De esta forma se disminuye la tendencia a sobrevirar del 
autobús y se mejora la estabilidad. Los ejes traseros de los vehículos tienden a 
sobrevirar debido a las fuerzas laterales, pudiendo alcanzarse situaciones de 
deslizamiento (derrapaje). Para compensar este efecto y conseguir vehículos neutros, 
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𝑓𝑒 = 𝑑𝑒 [sen(𝜃𝑒 − ∅) − sen 𝜃𝑒] (5. 47) 
5.1.5 Momento de reacción de la suspensión 
A partir de las posiciones de los extremos de los fuelles neumáticos respecto al 
centro de balanceo se puede determinar el momento de reacción de la suspensión. 
El par de reacción, que los fuelles neumáticos ejercen al girar la caja un 
determinado ángulo , es: 
𝑁𝑂1 = −𝐹𝑖 𝑑𝑖 cos(𝜃𝑖 + ∅) + 𝐹𝑒  𝑑𝑒 cos(𝜃𝑒 − ∅) +
𝐺 𝐼0 𝑙
𝐿2
 ∅ (5. 48) 
Con objeto de incrementar la rigidez a balanceo se ha considerado que en el 
autobús se instala una barra estabilizadora en el eje delantero, que incrementa el par 
de reacción en función del ángulo de balanceo del autobús en un valor de: 
𝐺 𝐼0 𝑙
𝐿2
 ∅ (5. 49) 
Siendo l la longitud activa de la barra estabilizadora, L la longitud de cada uno de los brazos 
que unen la misma con la masa no suspendida, G el módulo de elasticidad a torsión (Pa) 
e I0 el momento polar de inercia (m-4). 
5.1.6 Rigidez a balanceo de la suspensión 
Una vez determinado el momento de reacción de la suspensión sobre la masa 
suspendida cuando ésta gira un ángulo , la rigidez de balanceo del conjunto se 
determina mediante la expresión: 
𝐾𝐵 =
𝑁01
∅
=
−𝐹𝑖 𝑑𝑖 cos(𝜃𝑖 + ∅) +  𝐹𝑒 𝑑𝑒 cos(𝜃𝑒 − ∅)
∅
+
𝐺 𝐼0 𝑙
𝐿2
(5. 50) 
Considerando el vehículo completo se conocerá la rigidez total de balanceo del 
sistema de suspensión del vehículo. 
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5.1.7 Torsión de la estructura  
El ángulo girado por torsión de la estructura se determina mediante la ecuación: 
𝜀 =
𝑁𝑇
𝐾𝑇
 
 
(5. 51) 
siendo: 
 NT: momento de torsión.  
 KT : rigidez a torsión de la estructura. 
 
Tal y como se describe en el capítulo 6, se supone que la estructura del autobús 
está fijada en sus ejes y sobre ella actúa, como momento de torsión, la diferencia de los 
momentos de reacción en ambos ejes debidos a la rigidez de balanceo. Hay que 
considerar que la caja no torsiona alrededor del eje central, sino alrededor de un eje de 
giro situado fuera de éste, como consecuencia de que la distribución de masa varía a lo 
largo de la longitud del autobús. Se trata de una solicitación combinada, consistente en 
una flexión alrededor del eje vertical y una torsión, debido a que el eje de simetría del 
autobús y el eje de giro sobre el que torsiona no son paralelos. Por otro lado, no puede 
suponerse que el momento torsor sea constante.  
Por tanto, en el modelo teórico se considera la existencia de un momento torsor, 
que reacciona contra la masa no suspendida, variando con esto el empuje vertical que 
las ruedas ejercen sobre la calzada. 
5.2 Planteamiento del modelo matemático 
Una vez analizados los principales parámetros que afectan a la estabilidad lateral 
de un autobús, se plantea un modelo matemático que permite calcular los momentos y 
ángulos de balanceo y, si se requiere, el límite o umbral de vuelco de un autobús. En el 
planteamiento de las ecuaciones representativas de dicho modelo se han considerado 
los siguientes aspectos: 
1. El vehículo se considera como un sistema espacial, con el fin de poder evaluar el 
posible despegue prematuro de una de las ruedas de uno de los ejes antes de 
producirse el vuelco.  
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2. El centro de gravedad y el de balanceo se encuentran alejados del plano longitudinal
medio del autobús. 
3. Se tiene en cuenta la torsión de la estructura, dado que existe un par torsor que se
opone al vuelco del vehículo. 
4. La suspensión del autobús tiene características no lineales (suspensión neumática).
5. Se tiene en cuenta la presencia de barras estabilizadoras.
6. Se considera la rigidez lateral y radial de los neumáticos.
7. Se supone variable la posición del centro de balanceo.
Los parámetros, que se emplean en el modelo, se muestran en la Figura 5.15 y 
son: 
 O1: Centro de balanceo de la masa suspendida.
 O2: Centro de balaceo de la masa no suspendida. Prácticamente se corresponde
con el punto medio de las áreas de contacto de los neumáticos con el suelo.
Los datos geométricos del autobús son: 
 B: ancho de vía.
 hM: distancia vertical que separa el centro de gravedad del de balanceo O1.
 bG: distancia horizontal del centro de gravedad al plano longitudinal medio del
autobús.
 b: distancia horizontal del centro de balanceo O1 al plano longitudinal medio del
autobús.
 k: distancia vertical del centro de balanceo O1 sobre el eje de las ruedas del
autobús. k toma valores negativos cuando O1 se encuentra por debajo del eje de
las ruedas.
 BR: separación entre fuelles neumáticos.
 hdis: altura nominal de trabajo del fuelle neumático.
 S: peso de la masa suspendida.
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 A: peso de la masa no suspendida. 
 r: radio del neumático. 
 KL: rigidez lateral del neumático. 
 KR: rigidez radial del neumático. 
 
Los parámetros asociados al balanceo del autobús son: 
 NO1: momento de reacción que ejerce la suspensión sobre la caja del vehículo. 
 NO2: momento de balanceo en las ruedas, o momento de reacción que ejercen 
los neumáticos. 
 : ángulo de balanceo de la masa no suspendida respecto a la horizontal. 
 : ángulo de balanceo relativo de la masa suspendida respecto a la no 
suspendida. 
 q: aceleración lateral, expresada en g. 
 NT: momento de torsión de la estructura.  
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En las ecuaciones 5.52 y 5.53, k toma valores negativos cuando O1 se encuentra 
por debajo del eje de las ruedas.  
Del equilibrio de momentos respecto del centro de balanceo de la masa 
suspendida, en el caso de que todas las ruedas estén apoyadas sobre el suelo, se tiene 
para cada eje, según Figura 5.15: 
𝑁𝑂1 = 𝑞 𝑆 [ 𝑐𝑜𝑠 ( + ) ℎ𝑀 − 𝑠𝑒𝑛 ( + )(𝑏𝐺 − 𝑏) 
+ 𝑆 [ 𝑐𝑜𝑠 ( +  )(𝑏𝐺 −  𝑏) + 𝑠𝑒𝑛 ( + ) ℎ𝑀 + 𝑁𝑇
(5. 56) 
La contribución al momento de reacción de la suspensión, NO1, por parte del otro 
eje, queda definida por el momento torsor NT: 
𝑁𝑇 = 𝐾𝑇 𝜀 (5. 57) 
𝑁𝑇 = 𝐾𝑇 [(𝜌2 + ∅2) − (𝜌 + ∅)] (5. 58) 
donde el giro total de la sección de la caja, correspondiente al otro eje, viene 
representado por (2 + 2). 
La expresión del momento de reacción de la suspensión se puede particularizar 
tanto para el eje delantero (subíndice D) como para el eje trasero (subíndice T): 
NO1D = q SD [ cos (ρD + ∅D) hMD −  sen (ρD + ∅D) (bGD − bD) 
+  SD [ cos (ρD + ∅D) (bGD − bD) +  sen (ρD + ∅D) hMD
+ NT  
(5. 59) 
𝑁𝑂1𝑇 = q 𝑆𝑇 [ cos (𝜌𝑇 + ∅𝑇) ℎ𝑀𝑇 −  sen (𝜌𝑇 + ∅𝑇) (𝑏𝐺𝑇 − 𝑏𝑇) 
+  𝑆𝑇 [ cos (𝜌𝑇 + ∅𝑇) (𝑏𝐺𝑇 − 𝑏𝑇)
+  sen (𝜌𝑇 + ∅𝑇) ℎ𝑀𝑇 − 𝑁𝑇
(5. 60) 
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La traslación de las solicitaciones, del peso de la masa suspendida S y su fuerza 
lateral qS, al centro de balanceo O1, implica considerar el momento de balanceo NO1 
calculado anteriormente.  
Tomando momentos respecto del centro de balanceo de la masa no suspendida 
O2, Figura 5.17, se calcula el momento de acción del balanceo de las ruedas contra el 
suelo, NO2.  
 
𝑁𝑂2 = (sen 𝜌 + 𝑞 cos 𝜌)[A r cos ρ + S (k + r cos 𝜌)]   
+ S b (cos 𝜌 − 𝑞 sen 𝜌) + 𝑁𝑂1  
 
(5. 61) 
 
El anterior momento de acción tiene su reacción en la rigidez al balanceo de los 
neumáticos según la siguiente expresión, ecuación 5.62. 
 
𝑁𝑂2 = 𝜌 𝐾𝜌 (5. 62) 
 
Siendo Kρ la rigidez de balanceo de los neumáticos: 
 
𝐾𝜌 =
1
2
 𝐾𝑅 𝐵
2 
 
(5. 63) 
y: 
 KR: rigidez radial de los neumáticos 
 B: ancho de vía del autobús 
Por tanto, el momento de reacción que ejercen los neumáticos es: 
𝑁𝑂2 =
1
2
 𝐾𝑅 𝐵
2𝜌 
 
(5. 64) 
 
Si se particulariza para el eje delantero y el trasero la ecuación que representa 
el equilibrio de momentos respecto del punto O2 es: 
𝑁𝑂2𝐷 = (sen 𝜌𝐷 + 𝑞 cos 𝜌𝐷)[𝐴𝐷 r cos 𝜌𝐷 + 𝑆𝐷 (𝑘𝐷 + r cos 𝜌𝐷)]   
+ 𝑆𝐷 𝑏𝐷 (cos 𝜌𝐷 − 𝑞 sen 𝜌𝐷) + 𝑁𝑂1𝐷 
 
(5. 65) 
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𝑁𝑂2𝑇 = (sen 𝜌𝑇 + 𝑞 cos 𝜌𝑇)[𝐴𝑇  r cos 𝜌𝑇 + 𝑆𝑇 (𝑘𝑇 + r cos 𝜌𝑇)]   
+ 𝑆𝑇 𝑏𝑇 (cos 𝜌𝑇 − 𝑞 sen 𝜌𝑇) + 𝑁𝑂1𝑇 
 
(5. 66) 
 
5.2.1 Ecuaciones representativas 
Finalmente, y basándose en el planteamiento propuesto anteriormente, se 
obtiene un sistema de ecuaciones que representan la dinámica de balanceo del autobús: 
𝑓𝑖𝐷 = 𝑑𝑖𝐷 [sen (𝜃𝑖𝐷 + ∅𝐷) − sen 𝜃𝑖𝐷] (5. 67) 
 
𝑓𝑒𝐷 = 𝑑𝑒𝐷 [sen  (𝜃𝑒𝐷 − ∅𝐷) − sen 𝜃𝑒𝐷] (5. 68) 
 
𝑁𝑂1𝐷 = −𝐹𝑖𝐷 𝑑𝑖𝐷 cos  (𝜃𝑖𝐷 + ∅𝐷) + 𝐹𝑒𝐷 𝑑𝑒𝐷 cos  (𝜃𝑒𝐷 − ∅𝐷) +
𝐺 𝐼0 𝑙
𝐿2
∅𝐷 
 
(5. 69) 
 
𝑁𝑂1𝐷 = 𝑞 𝑆𝐷 [ 𝑐𝑜𝑠 (𝜌𝐷 + ∅𝐷) ℎ𝑀𝐷 −  𝑠𝑒𝑛 (𝜌𝐷 + ∅𝐷) (𝑏𝐺𝐷 − 𝑏𝐷) 
+  𝑆𝐷 [ 𝑐𝑜𝑠 (𝜌𝐷 + ∅𝐷) (𝑏𝐺𝐷 − 𝑏𝐷) +  𝑠𝑒𝑛 (𝜌𝐷 + ∅𝐷) ℎ𝑀𝐷
+ 𝐾𝑇[(𝜌𝑇 + ∅𝑇) − (𝜌𝐷 + 𝜃𝐷)] 
 
(5. 70) 
 
𝑁𝑂2𝐷 =
1
2
𝐾𝑅𝐵
2𝜌𝐷 
(5. 71) 
 
𝑁𝑂2𝐷 = (sen 𝜌𝐷 + 𝑞 cos 𝜌𝐷)[𝐴𝐷𝑟𝐷 cos 𝜌𝐷 + 𝑆𝐷(𝑘𝐷 + 𝑟𝐷 cos 𝜌𝐷)]
+ 𝑆𝐷𝑏𝐷(cos 𝜌𝐷 − 𝑞 sen 𝜌𝐷) + 𝑁𝑂1𝐷  
 
(5. 72) 
 
𝑓𝑖𝑇 = 𝑑𝑖𝑇 [sen  (𝜃𝑖𝑇 + ∅𝑇) − sen 𝜃𝑖𝑇] (5. 73) 
 
𝑓𝑒𝑇 = 𝑑𝑒𝑇 [sen  (𝜃𝑒𝑇 − ∅𝑇) − sen 𝜃𝑒𝑇] (5. 74) 
 
𝑁𝑂1𝑇 = −𝐹𝑖𝑇 𝑑𝑖𝑇 cos  (𝜃𝑖𝑇 + ∅𝑇) + 𝐹𝑒𝑇 𝑑𝑒𝑇 cos  (𝜃𝑒𝑇 − ∅𝑇) (5. 75) 
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𝑁𝑂1𝑇 = q 𝑆𝑇 [ cos (𝜌𝑇 + ∅𝑇) ℎ𝑀𝑇 −  sen (𝜌𝑇 + ∅𝑇) (𝑏𝐺𝑇 − 𝑏𝑇) 
+  𝑆𝑇 [ cos (𝜌𝑇 + ∅𝑇) (𝑏𝐺𝑇 − 𝑏𝑇) +  sen (𝜌𝑇 + ∅𝑇) ℎ𝑀𝑇
+ 𝐾𝑇[(𝜌𝐷 + ∅𝐷) − (𝜌𝑇 + 𝜃𝑇)] 
 
(5. 76) 
 
𝑁𝑂2𝑇 =
1
2
𝐾𝑅𝐵
2𝜌𝑇 
 
(5. 77) 
 
𝑁𝑂2𝑇 = (sen 𝜌𝑇 + 𝑞 cos 𝜌𝑇)[𝐴𝑇𝑟𝑇 cos 𝜌𝑇 + 𝑆𝑇(𝐾𝑇 + 𝑟𝑇 cos 𝜌𝑇)]
+ 𝑆𝑇𝑏𝑇(cos 𝜌𝑇 − 𝑞 sen 𝜌𝑇) + 𝑁𝑂1𝑇  
 
(5. 78) 
 
En general, las incógnitas a resolver de este sistema son las siguientes: 
fiD, feD, ρD, D, NO1D, NO2D, fiT, feT, ρT, T, NO1T, NO2T 
 
Las fuerzas de reacción de la suspensión Fi y Fe son función respectivamente de 
los desplazamientos fi y fe. Calculándose mediante polinomios de ajuste que representan 
la fuerza que ejerce el fuelle en función de su altura. 
La aceleración lateral q sigue la expresión: 
𝑞 =
𝑣𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑑𝑎𝑑_𝑎𝑢𝑡𝑜𝑏ú𝑠2
𝑔 ∙ 𝑟𝑎𝑑𝑖𝑜_𝑐𝑢𝑟𝑣𝑎
 
(5. 79) 
 
Si se desea determinar el umbral de vuelco del vehículo, es decir, la aceleración 
lateral q para la que toda la carga se transfiere a la rueda exterior de un eje, se ha de 
sustituir, en el sistema de ecuaciones anterior, la ecuación 5.79 por la siguiente 
expresión: 
𝑁𝑂2 = (𝑆 + 𝐴) [
𝐵
2
−
(𝑆 + 𝐴) 𝑞
𝑍 𝐾𝑙
] 
 
(5. 80) 
 
Siendo Kl la rigidez lateral del neumático y Z el número de neumáticos a cada extremo 
del eje (uno o dos). 
 CAPÍTULO 5. ECUACIONES REPRESENTATIVAS 
 
 
98 
 
Esta ecuación se particulariza para cada eje y, calculado en ambos el valor de 
q, el menor de los dos valores nos indicará que eje despega primero. En la práctica es 
el eje trasero el que despega primero dado que soporta masas superiores, al alojarse 
en la parte posterior el motor del vehículo, y el centro de gravedad es más elevado. 
El conjunto de ecuaciones anteriores forma un sistema no lineal, que no tiene 
resolución inmediata, y que por tanto implica métodos iterativos para alcanzar una 
solución. Esta aproximación no resultaría práctica para implementarla en el prototipo de 
electrónica embarcada que se describe en el capítulo 7. Por tanto, se decide asumir las 
siguientes simplificaciones soportadas por los estudios realizados por V. Díaz [57] y G. 
Fernández [100]: 
 Los ángulos de balanceo son pequeños, y se puede sustituir su función 
trigonométrica por el primer término de su desarrollo en serie de Taylor: 
 
𝑠𝑒𝑛 𝑥 = ∑
(−1)𝑛
(2𝑛 + 1)!
𝑥2𝑛+1 ≈ 𝑥
∞
𝑛=0
 
 
(5. 81) 
 
𝑐𝑜𝑠 𝑥 = ∑
(−1)𝑛
(2𝑛)!
𝑥2𝑛 ≈ 1
∞
𝑛=0
 
 
(5. 82) 
 
𝑡𝑎𝑛 𝑥 = ∑
𝐵2𝑛(−4)
𝑛(1 − 4𝑛)
(2𝑛)!
𝑥2𝑛−1 ≈ 𝑥
∞
𝑛=1
 
 
(5. 83) 
 
 La distancia que se alarga el fuelle del lado interior de la curva es igual que la 
distancia que se acorta el fuelle del lado exterior de la curva: 
 
𝑡𝑎𝑛∅ =
𝑓𝑖 − 𝑓𝑒
𝐵𝑅
 
 
(5. 84) 
 
∅ ≈
2 ∙ 𝑓𝑖
𝐵𝑅
 
 
(5. 85) 
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 Se simplifica el modelo de reacción de la suspensión neumática asumiendo: una 
rigidez representativa denominada Kmuelle, que aporta el mismo par de reacción, 
y asumiendo que el centro de balanceo O1 se encuentra localizado en el centro 
del bastidor inferior de la caja del autobús. Por tanto, las ecuaciones 5.69 y 5.76 
se simplifican notablemente, quedando reducida a la siguiente expresión: 
 
𝑁𝑂1 = 𝐾𝑚𝑢𝑒𝑙𝑙𝑒 𝑓𝑖 𝐵𝑅 + 𝐾𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎  ∅ (5. 86) 
  
(𝑏𝐺 − 𝑏) sen(𝜌 + ∅) ≈ 0 (5. 87) 
 
Con las simplificaciones anteriormente mencionadas, el sistema de ecuaciones 
a resolver es el siguiente:  
 
EJE DELANTERO (Tiene barra estabilizadora): 
 
∅𝐷 =
2 𝑓𝑖𝐷
𝐵𝑅
 
 
(5. 88) 
 
𝑁𝑂1𝐷 = 𝐾𝑚𝑢𝑒𝑙𝑙𝑒 𝑓𝑖𝐷 𝐵𝑅 + 𝐾𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎  ∅𝐷 (5. 89) 
 
𝑁𝑂1𝐷 = 𝑞 𝑆𝐷 ℎ𝑚𝐷 + 𝑆𝐷 [ (𝑏𝐺 − 𝑏 ) + (𝜌𝐷 + ∅𝐷) ℎ𝑚𝐷 
+ 𝐾𝑇[(𝜌𝑇 + ∅𝑇) − (𝜌𝐷 + ∅𝐷)] 
(5. 90) 
 
𝑁02𝐷 = 𝐾𝜌  𝜌𝐷 (5. 91) 
 
𝑁𝑂2𝐷 = (𝜌𝐷 + 𝑞)[𝐴𝐷 𝑟 + 𝑆𝐷 (𝑘𝐷 + 𝑟)] + 𝑆𝐷 𝑏 + 𝑁𝑂1𝐷 (5. 92) 
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EJE TRASERO (No tiene barra estabilizadora): 
 
∅𝑇 =
2 𝑓𝑖𝑇
𝐵𝑅
 
 
(5. 93) 
 
𝑁𝑂1𝑇 = 𝐾𝑚𝑢𝑒𝑙𝑙𝑒 𝑓𝑖𝑇 𝐵𝑅 (5. 94) 
 
𝑁𝑂1𝑇 = 𝑞 𝑆𝑇 ℎ𝑚𝑇 + 𝑆𝑇 [(𝑏𝐺 − 𝑏 ) + (𝜌𝑇 + ∅𝑇) ℎ𝑚𝑇]   
+ 𝐾𝑇[(𝜌𝐷 + ∅𝐷) − (𝜌𝑇 + ∅𝑇)] 
 
(5. 95) 
 
𝑁02𝑇 = 𝐾𝜌 𝜌𝑇 (5. 96) 
 
𝑁𝑂2𝑇 = (𝜌𝑇 + 𝑞) [ 𝐴𝑇 𝑟 + 𝑆𝑇 (𝑘𝑇 + 𝑟)] + 𝑆𝑇 𝑏 + 𝑁𝑂1𝑇 (5. 97) 
 
Condición inicial de vuelco, es decir se transfiere toda la carga en el eje 
trasero a la rueda exterior: 
 
𝑁𝑂2𝑇 = (𝑆𝑇 + 𝐴𝑇) [
𝐵
2
−
(𝑆𝑇 + 𝐴𝑇) 𝑞
𝑍 𝐶𝑙
] 
  
(5. 98) 
 
5.2.2 Solución de las ecuaciones  
Las ecuaciones simplificadas anteriores se han programado en MATLAB 
R2016b (Anexo I) obteniéndose, para los datos de entrada recogidos en la Tabla 5.1, 
los resultados incluidos en la Tabla 5.3. 
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rigidez se han obtenido con las siguientes expresiones y utilizando los valores de 
diversas referencias [57, 100, 118]: 
 Rigidez de la barra estabilizadora: 
 
𝐾𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎 =
𝐺 𝜋 𝑑𝑖𝑎𝑚4 𝑙
32 𝐿2
= 49.027
𝑁𝑚
𝑟𝑎𝑑
 
 
(5. 99) 
 
Tabla 5. 2. Rigidez / Barra estabilizadora 
l longitud activa de la barra estabilizadora (m) 0,780 
L longitud de los brazos de la barra estabilizadora (m) 0,240 
G módulo de elasticidad a torsión de la barra (Pa) 8,07*10
10 
diam diámetro barra estabilizadora (m) 0,026 
 
 Rigidez radial de los neumáticos KR = 61,5 kg/mm 
 Rigidez lateral de los neumáticos Kl = 25 kg/mm 
 Rigidez de los neumáticos al balanceo: 
 
𝐾𝜌 =
1
2
∙ 𝐾𝑅 ∙ 9,81 ∙ 10
3 ∙ 𝐵2 =
1
2
∙ 61,5 ∙ 9,81 ∙ 103 ∙ 2,12
= 1.330.000
𝑁𝑚
𝑟𝑎𝑑
 
 
(5. 100) 
 
 Rigidez representativa del fuelle neumático, Kmuelle = 300.000 N/m 
 Rigidez de torsión del autobús, KT = 40.701 Nm/grado = 2.332.000 Nm/rad 
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Los resultados obtenidos con MATLAB se muestran en la Tabla 5.3, resultando 
significativo lo siguiente: 
 Los ángulos de balanceo obtenidos son lo suficientemente pequeños como para 
validar la simplificación asumida. Por ejemplo, en el eje trasero ΦT= 0.097 
radianes, implica que senϕ=0,09709~0,097, cosϕ=0,99527~1,0 y 
tanϕ=0,09755~0,097. 
 El momento de reacción de la suspensión es del orden de la mitad del que 
ejercen los neumáticos. 
 El ángulo de balanceo del eje trasero es superior en 0.21 º al del eje delantero. 
 Aunque el ángulo de torsión tiene un valor reducido, de tan sólo 0,21º, gracias a 
la elevada rigidez considerada, genera un momento de torsión muy elevado, de 
8.610 Nm, que se opone al despegue del eje trasero. Es decir, la rigidez a torsión 
del autobús constituye un parámetro de seguridad frente al vuelco ya que se 
opone al mismo. 
 El momento de torsión reduce el momento de vuelco, N01, que se genera en la 
rueda trasera por la acción de la aceleración lateral y del desplazamiento del 
centro de gravedad. Así mismo, por acción y reacción, incrementa el momento 
de vuelco que se genera en la rueda delantera. 
Tabla 5. 3. Solución del caso base 
'fi' 'Distancia alargamiento fuelle (mm)' 73,36 
'phi' 'Angulo girado por masa suspendida (rad)' 0,092 
'rho' 'Angulo girado por eje de ruedas (rad)' 0,055 
'N01' 'Momento ejercido por suspension sobre caja (Nm)' 39.711 
'N02' 'Momento ejercido por neumaticos (Nm)' 73.327 
'fiT' 'Distancia alargamiento fuelle (T)(mm)' 77 
'phiT' 'Angulo girado por masa suspendida(T)(rad)' 0,097 
'rhoT' 'Angulo girado por eje de ruedas(T)(rad)' 0,053 
'N01T' 'Momento ejercido por suspension sobre caja(T)(Nm)' 37.343 
'N02T' 'Momento ejercido por neumáticos(T)(Nm)' 70.868 
'q' 'Aceleracion lateral (g)' 0,630 
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5.2.3 Análisis de sensibilidad 
El sistema de ecuaciones programado con la herramienta MATLAB permite 
estudiar la sensibilidad de cualquiera de los parámetros recogidos en la tabla de 
resultados (Tabla 5.3) frente a la variación de los diferentes parámetros recogidos en la 
tabla con los datos de entrada (Tabla 5.1). 
En esta tesis doctoral, como paso inicial y a modo de ejemplo, se analiza la 
sensibilidad del límite de vuelco (q) a la variación de un parámetro individual, dejando 
para estudios posteriores la posibilidad de realizar un estudio estadístico para la 
determinación de la función de probabilidad de cada dato de entrada y la combinación 
aleatoria de los mismos para obtener funciones de probabilidad de la tabla de 
resultados. 
En las siguientes figuras se muestra la sensibilidad del límite de vuelco (q) a la 
variación de los siguientes parámetros: 
 BR: Separación entre fuelles neumáticos (mm). Rango: 500 a 2.000 
 B: Ancho de vía (mm) Rango: 1.000 a 4.000 
 hmT: Distancia vertical hasta centro gravedad eje trasero (mm): 0 a 3.000 
 kT: Distancia vert. Centro balanceo trasero O1 sobre el eje ruedas (mm): -300 a 
500 
 bg: Distancia horiz. Centro gravedad al plano long. (mm): -1.000 a 1.000 
 PsT: Peso masa suspendida trasera (Kg): 2.000 a 10.000 
 KT: Rigidez de torsión del autobus (Nm/rad): 500.000 a 5.000.000 
 Kᵨ: Rigidez al balanceo del neumático (N/m): 0 a 2.000.000 
 Kl: Rigidez lateral del neumático (Kg/mm): 0 a 100 
 Kmuelle: Rigidez de la suspensión (N/m): 100.000 a 1.000.000 
 Kbarra: Rigidez barra estabilizadora (Nm/rad): 0 a 100.000 
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Figura 5. 18. Sensibilidad a la separación entre fuelles neumáticos 
 
El incremento de la separación entre los fuelles neumáticos produce un 
incremento de la rigidez de la suspensión, reduciendo el ángulo de balanceo de la caja 
del autobús e incrementando el factor de estabilidad del vehículo. Por tanto, la 
aceleración lateral a la que se produce el vuelco es mayor. 
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Figura 5. 19. Sensibilidad al ancho de vía 
 
El ancho de vía tiene una relación lineal, y de pendiente muy acusada, con el 
límite de vuelco. Por ejemplo, un incremento en el ancho de vía de 300 mm implica un 
aumento del límite de vuelco en 0,1 g. 
El ancho de vía viene limitado por la anchura máxima que permiten las vías de 
circulación. En el caso de la Unión Europea, la anchura máxima autorizada es de 2,55 
metros; esta anchura puede llegar a los 2,60 metros en autobuses especiales, por 
ejemplo los utilizados para el transporte de presos. 
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Figura 5. 20. Sensibilidad a la distancia vertical hasta el cdg(T) 
 
La altura del centro de gravedad es un parámetro de diseño muy importante. En 
este análisis de sensibilidad se ha modificado la altura del centro de gravedad del eje 
trasero, dado que es el más limitante a efectos de estudiar el límite de vuelco. 
Se reduce en 0,11 g el límite de vuelco, reduciendo notablemente la estabilidad 
del vehículo, con un incremento de 500 mm en la elevación del centro de gravedad 
respecto al caso base que tiene el centro de gravedad a 1.000 mm del centro de 
balanceo (+750 mm de la calzada). 
Por tanto, a medida que aumenta el centro de gravedad el autobús vuelca antes. 
La masa transportada, equipajes y pasajeros hacen que el centro de gravedad 
disminuya. Por otra parte, se necesita una bodega voluminosa con gran capacidad de 
carga de equipaje por lo que se eleva el piso del autobús, hecho que adicionalmente 
contribuye a mejorar la visibilidad paisajística de los viajeros, pero implica una reducción 
del factor de estabilidad del vehículo.  
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Figura 5. 21. Sensibilidad a la elevación cdb O1 respecto eje de ruedas 
El incremento de la cota a la que se encuentra el centro de balanceo de la masa 
suspendida implica un aumento del límite de vuelco del autobús y, por tanto, mejora su 
comportamiento desde el punto de vista de la seguridad frente al vuelco. 
Un centro de balanceo alto aumenta la transferencia de carga entre la rueda 
interior y exterior debida a la fuerza lateral de la masa suspendida aplicada en el centro 
de balanceo (ĹkĹNO2), y por otra parte reduce la transferencia de carga derivada del 
momento de balanceo al reducirse la distancia entre el centro de balanceo y el centro 
de gravedad (ĻhmĻNO1Ļϕ). 
Ahora bien, un centro de balanceo elevado se traduce en un mayor deslizamiento 
cuando la suspensión está en compresión, al perder adherencia en la rueda interior, por 
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lo que surge el compromiso de fijar una altura idónea. En general se intentará situarlo lo 
más alto posible para limitar la tendencia de la caja del autobús a balancear durante la 
inscripción de una curva. 
       Figura 5. 22. Sensibilidad a la distancia horizontal del cdg al plano long. 
En la Figura 5.22 se visualiza el efecto de una distribución de masa asimétrica 
respecto al plano longitudinal medio del autobús. Cómo se puede comprobar, un centro 
de gravedad asimétrico y desplazado inicialmente hacia el exterior de la curva implica 
una reducción notable en el límite de vuelco. Tan sólo 150 mm de desplazamiento 
implican una disminución en el límite de vuelco de 0,1 g. 
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Figura 5. 23. Sensibilidad a la masa suspendida 
El incremento de la masa suspendida implica una reducción del límite de vuelco 
del autobús y, por tanto, empeora su comportamiento desde el punto de vista de la 
seguridad frente al vuelco. 
En la figura 5.23 se varía simultáneamente la masa en el eje delantero y trasero, 
lo que origina una superficie de respuesta en 3D para el límite de vuelco. 
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 Figura 5. 24. Sensibilidad a la rigidez de torsión 
La rigidez a la torsión del autobús es un parámetro de seguridad frente al vuelco. 
Un conjunto de bastidor y superestructura más rígido tiene mejor comportamiento en 
curva aumentando el umbral de vuelco. Adicionalmente, incrementos en la rigidez a 
torsión del autobús mejoran la maniobrabilidad del vehículo al afectar a la transferencia 
lateral de carga. 
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Figura 5. 25. Sensibilidad a la rigidez radial del neumático 
 
El análisis de sensibilidad muestra que la aceleración lateral de vuelco se 
mantiene constante en el rango de valores de diseño de la rigidez radial del neumático, 
entre 60 y 90 kg/mm. 
Sin embargo, estos valores nominales podrían verse reducidos, disminuyendo el 
límite de vuelco, por diferentes factores de tipo operativo: 
 Presión de inflado 
 Velocidad de circulación 
 Ángulo de deriva 
 Ángulo de caída 
 Desgaste y estado del neumático 
 
El factor que más influencia tiene en la rigidez radial del neumático es la presión 
de inflado. Según diferentes autores [165], entre el 80 y el 90% de la rigidez radial se 
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debe a dicha presión. Después de dicha presión, la velocidad y el ángulo de deriva 
afectan de forma sustancial a la rigidez. 
El valor de rigidez se suele limitar para evitar neumáticos demasiado rígidos que 
requerirían un coeficiente de amortiguamiento importante en el elemento disipativo de 
la suspensión, el amortiguador. 
 
 
Figura 5. 26. Sensibilidad a la rigidez lateral del neumático 
 
El análisis de sensibilidad muestra que la aceleración lateral de vuelco se 
mantiene constante en el rango del valor de diseño de la rigidez lateral del neumático 
(25 kg/mm). Este valor nominal podría verse reducido, disminuyendo el límite de vuelco, 
por diferentes factores como la presión de inflado, el ángulo de deriva y, sobre todo, el 
estado de la superficie de rodadura. 
 
 
 CAPÍTULO 5. ECUACIONES REPRESENTATIVAS 
114 
   Figura 5. 27. Sensibilidad al valor de la constante del muelle 
Tal y como se observa en la Figura 5.27, el incremento de la rigidez de la 
suspensión implica un aumento del límite de vuelco del autobús y, por tanto, mejora su 
comportamiento desde el punto de vista de la seguridad frente al vuelco. 
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Figura 5. 28. Sensibilidad a la barra estabilizadora 
La barra estabilizadora es un elemento elástico cuya función es estabilizar la caja 
del vehículo frente a las solicitaciones que produzcan un movimiento de balanceo del 
mismo. Estas solicitaciones pueden ser debidas a la fuerza centrífuga en el paso por 
una curva y también a las acciones aerodinámicas o excitaciones verticales que 
produzcan un par de vuelco lateral. 
Aunque pueden existir estabilizadores longitudinales (que regulan la 
transferencia de carga entre ejes en aceleración y frenado), en esta tesis doctoral sólo 
se ha considerado la presencia de barras transversales, dado que se trata de la 
configuración más típica. La barra transversal, descrita en el capítulo 4 dedicado a la 
suspensión del autobús, une elásticamente las ruedas del eje delantero con el objetivo 
de oponerse al par de vuelco del vehículo, que origina una transferencia de carga entre 
ruedas. 
 CAPÍTULO 5. ECUACIONES REPRESENTATIVAS 
 
 
116 
 
El montaje de la barra estabilizadora mejora la adherencia y la seguridad frente 
al vuelco del vehículo al reducir el balanceo e intentar mantener la estabilidad. 
Tal y como se observa en la Figura 5.28, el incremento de la rigidez de la barra 
estabilizadora implica un aumento del límite de vuelco del autobús y, por tanto, mejora 
su comportamiento desde el punto de vista de la seguridad frente al vuelco. 
 
Analizados los diferentes parámetros se ha de tener en cuenta que la actuación 
sobre parámetros geométricos, como la distancia entre fuelles (BR) o la vía (B), no 
resulta fácil dado que se trata de parámetros que vienen limitados por los fabricantes. 
La actuación sobre parámetros como la rigidez de los neumáticos (Kl) o la rigidez de la 
barra estabilizadora (Kbarra) abren un campo de actuación para la mejora del 
comportamiento del autobús frente al vuelco. 
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6 TORSIÓN DE LA 
SUPERESTRUCTURA Y 
TORSIÓN DEL VEHÍCULO 
 
 
 
La mayoría de los autores estudiados dedican su trabajo investigador relativo a 
la resistencia de un autobús, o de un autocar, a la determinación de tensiones 
mecánicas que aparecen en la carrocería de este tipo de vehículos, así como a la 
posterior enunciación de modos de oscilación de la misma cuando ésta está solicitada 
por una determinada solicitación exterior. 
Otros autores dedican sus esfuerzos a obtener parámetros similares pero el 
objeto de sus estudios se centra en el bastidor del vehículo que, en la mayoría de las 
ocasiones, resulta ser autoportante. En la Figura 6.1 se muestra este hecho: 
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Figura 6. 1. Esquema de análisis. 
En ambas circunstancias, el diseñador pretende calcular las máximas tensiones 
mecánicas para averiguar posibles zonas de rotura o fatigas indeseadas. Además, 
obtiene los modos propios de vibración de la carrocería o del bastidor para analizar qué 
ocurre con el vehículo cuando las excitaciones verticales que provienen de la carretera 
provocan uno de estos modos, dando lugar a fenómenos de fatiga. 
En cualquier caso, se trata de análisis de fiabilidad y de durabilidad (Figura 6.2): 
Figura 6. 2. Análisis de fiabilidad y durabilidad. 
Otros autores enfocan el problema del estudio de la carrocería realizando 
simplificaciones, hasta el punto de llegar a asimilar la estructura del vehículo con una 
viga esbelta maciza, o bien, con un tubo hueco. Pese a estas simplificaciones, los 
resultados obtenidos no son en absoluto despreciables. 
En esta tesis doctoral, y a diferencia de lo hasta aquí dicho, se profundiza aún 
más en la problemática del estudio de la torsión de un autobús o de un autocar. Para 
ellos, se considera: 
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 Que la masa suspendida (carrocería) está unida al bastidor. 
 Que la carrocería no es simétrica longitudinalmente. 
 Que el conjunto carrocería – bastidor está influenciado por esfuerzos asimétricos 
provenientes del propio funcionamiento de la suspensión (capítulo 4 de esta 
tesis). 
 
A continuación, se desarrolla un enfoque propio relativo a los análisis de 
resistencia de materiales que es necesario plantear para llegar a obtener conclusiones 
relevantes respecto a la torsión de este tipo de vehículos. 
 
6.1 Hipótesis y planteamiento del modelo de comportamiento de la 
carrocería de un autobús 
En una primera aproximación se sigue la teoría general de torsión descrita por 
Ortiz [189] y se considera que la sección transversal de la carrocería de un autobús es 
un tubo rectangular con espesor de paredes t, tal y como se indica en la Figura 6.3. 
 
                             Figura 6. 3. Carrocería tubular 
 
Para esta estructura, el potencial interno o energía elástica de deformación por 
unidad de volumen tendrá la siguiente expresión en función de las componentes de las 
matrices de tensiones y de deformaciones [190]:  
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𝑑𝑇
𝑑𝑉
=
1
2
(𝜎𝑛𝑥𝜖𝑥 + 𝜎𝑛𝑦𝜖𝑦 + 𝜎𝑛𝑧𝜖𝑧 + 𝜏𝑥𝑦𝛾𝑥𝑦 + 𝜏𝑥𝑧𝛾𝑥𝑧 + 𝜏𝑦𝑧𝛾𝑦𝑧) 
(6. 1) 
 
Siendo [Т] la matriz de tensiones y [D] la matriz de deformación. 
Si en la expresión anterior se sustituyen las deformaciones en función de las 
tensiones, mediante las leyes de Hooke generalizadas, queda: 
𝐸𝑛𝑒𝑟𝑔í𝑎 = ∭(
1
2𝐸
(𝜎𝑛𝑥
2 +𝜎𝑛𝑦
2 + 𝜎𝑛𝑧
2 − 2𝜇(𝜎𝑛𝑥𝜎𝑛𝑦 + 𝜎𝑛𝑥𝜎𝑛𝑧 + 𝜎𝑛𝑦𝜎𝑛𝑧))
+
1
2𝐺
(𝜏𝑥𝑦
2 + 𝜏𝑦𝑧
2 + 𝜏𝑥𝑧
2 )) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 
 
(6. 2) 
 
Expresión del potencial interno en función de las componentes de la matriz de 
tensiones. 
Se considera que en ningún punto de la carrocería se sobrepasa el límite 
elástico, que la fuerza aplicada en el paso de rueda se ejerce de manera progresiva y 
lineal, que en cada punto de los perfiles metálicos se producen deformaciones 
proporcionales a la fuerza y que siempre se verifica el principio de superposición de 
fuerzas simultáneamente aplicadas. 
Por tanto, si i j son dos puntos de la carrocería del autobús (Figura 6.4), el módulo 
del vector corrimiento ∆ ij del punto i al aplicar una fuerza Fj en el paso de la rueda 
(punto j) es: 
∆ ij = k * Fj 
 
(6. 3) 
 
Siendo k una constante de proporcionalidad que representa la deformación del 
punto i cuando en j se aplica una fuerza Fj. Es decir, la fuerza produce una deformación 
que es proporcional a la misma. 
Si el punto i coincide con j, el módulo del desplazamiento de j es ∆ jj. 
Esta metodología se aplica al final de este capítulo, apartado 6.6. 
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Figura 6. 4. Aplicación de una fuerza Fj 
6.2 Modelo de torsión de la carrocería 
El modelo de torsión de la carrocería de un autobús o de un autocar sigue el 
comportamiento a la torsión de un prisma recto de sección transversal rectangular. 
Sometiendo una barra cilíndrica de sección no circular a unos pares en los 
extremos de la misma, que producen un momento torsor constante en todas sus 
secciones, se comprueba experimentalmente que las secciones rectas (planas antes de 
la torsión) no se mantienen planas después de la deformación, sino que se alabean 
(Figura 6.5). 
Figura 6. 5. Pieza prismática sometida a torsión 
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Saint Venant demostró que el alabeo es provocado por el aumento de las 
tensiones tangenciales en unas partes de la sección y por la disminución en otras, 
comparadas con las que corresponderían si se conservaran las secciones planas, como 
ocurre en el caso de piezas prismáticas de sección circular. 
También se obtiene experimentalmente que para una pieza prismática de 
sección no circular, por ejemplo rectangular como la carrocería del autobús, la tensión 
de cortadura toma sus valores máximos en los extremos del eje menor, o sea, en los 
puntos del contorno más cercanos al eje del autobús (Figura 6.6). Estos resultados, 
comprobados experimentalmente, indican que las tensiones máximas en la carrocería 
se presentan en los puntos del contorno más cercanos al centro de la sección, mientras 
que las tensiones se anulan en los vértices del rectángulo de la carrocería, que son los 
puntos más alejados del centro. 
Figura 6. 6. Distribución de tensiones tangenciales: pieza prismática, sección no circular 
Se aplica la teoría de Saint Venant referente a la torsión, en la que se admiten 
las siguientes hipótesis: 
 La deformación de cualquier sección recta es un giro alrededor de un punto O
acompañado de un alabeo que es igual para todas las secciones
 El ángulo girado por unidad de longitud es constante
En virtud de la primera hipótesis de ser el alabeo el mismo para todas las 
secciones, la componente u del vector corrimiento 𝛿 de un punto de una sección de
abcisa x será independiente de x (Figura 6.7). Por tanto, si se denomina Ψ a la función 
de alabeo, se puede poner: 
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Figura 6. 8. Condiciones de contorno 
Es decir, 
𝜏𝑥𝑦 sen 𝛼 + 𝜏𝑥𝑧 cos 𝛼 = 0 (6. 8) 
Como 
sen ∝ = −
𝑑𝑧
𝑑𝑠
(6. 9) 
cos ∝ =
𝑑𝑦
𝑑𝑠
(6. 10) 
Se sabe que la función de tensiones ɸ: 
𝜏𝑥𝑦 =
𝜕ɸ
𝜕𝑧
(6. 11) 
𝜏𝑥𝑧 = −
𝜕ɸ
𝜕𝑦
(6. 12) 
Aplicando las ecuaciones de Lamé, resulta que: 
−
𝜕ɸ
𝜕𝑧
𝑑𝑧
𝑑𝑠
−
𝜕ɸ
𝜕𝑦
𝑑𝑦
𝑑𝑠
= −
𝑑ɸ
𝑑𝑠
= 0 (6. 13) 
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Es decir, la función de tensiones ɸ es independiente de la abcisa curvilínea s en 
el contorno de la sección. Por lo tanto, el valor de ɸ ha de ser constante para cualquier 
punto de la sección. 
Puede expresarse el par torsor como: 
𝑁𝑇 = 2 ∬ ɸ(𝑦, 𝑧) 𝑑𝑦 𝑑𝑧
𝛺
= 2 𝐶 ∬ 𝑓(𝑦, 𝑧) 𝑑𝑦 𝑑𝑧
𝛺
 
(6. 14) 
 
es decir, cualquier función de tensiones ɸ(𝑦, 𝑧) del tipo  ɸ = 𝐶 𝑓(𝑦, 𝑧), siendo C 
una constante, puede ser tomada como una función de tensiones que resuelve el 
problema elástico de la torsión planteada en esta tesis doctoral. 
Obtenido el valor de la constante C, el valor del ángulo girado por unidad de 
longitud es: 
∆ɸ = 𝐶 ∆𝑓(𝑦, 𝑧) = 2 𝐺 Ѳ (6. 15) 
Donde 
Ѳ = −
𝐶 ∆𝑓(𝑦, 𝑧)
2 𝐺
 
(6. 16) 
con  
 𝜃: ángulo girado por unidad de longitud 
 G:  módulo de elasticidad transversal 
 
En general puede considerarse la sección transversal de autobús como un perfil 
delgado cerrado y de una sola célula tal y como se representa en la Figura 6.9. Se 
asume que la distribución de tensiones tangenciales a lo largo del segmento 
perpendicular a la línea media del perfil es aproximadamente uniforme (Figura 6.10). 
 
 CAPÍTULO 6. TORSIÓN DE LA SUPERESTRUCTURA Y TORSIÓN DEL VEHÍCULO 
 
 
126 
 
   
       
 Figura 6. 9. Tensiones 
tangenciales 
 
Figura 6. 10. Tensiones 
tangenciales: perfil delgado sometido a 
torsión
 
Según esto, sean τ1 y τ2 las tensiones tangenciales en los puntos 1 y 2 (Figura 
6.9), en los que el perfil de la sección del autobús presenta los espesores e1 y e2 
respectivamente. Sobre las caras de un prisma elemental (representado en la misma 
Figura 6.9) paralelas al eje del perfil, actúan tensiones cortantes, iguales a las 
tangenciales que actúan sobre las caras contenidas en planos normales al eje del perfil, 
en virtud de la propiedad de reciprocidad de las tensiones tangenciales. 
La condición de equilibrio de este prisma elemental exige que la proyección de 
las fuerzas que actúan sobre el mismo en la dirección del eje del perfil, ha de ser nula 
 
𝜏1𝑒1𝑑𝑥 − 𝜏2𝑒2𝑑𝑥 = 0 (6. 17) 
 
De donde se deduce, al haber tomado los puntos 1 y 2 de forma totalmente 
arbitraria, que: 
𝑡 = 𝜏𝑒 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 (6. 18) 
 
Esto indica que el flujo de cortadura 𝑡 = 𝜏𝑒 se mantiene constante a lo largo de 
todo el contorno cerrado, presentándose la tensión tangencial máxima en los puntos de 
espesor mínimo. 
Para calcular el valor de la tensión tangencial se estudia cuál es la expresión del 
momento torsor en función de ésta. Como el momento es independiente del punto, por 
tratarse de torsión pura, se toma un punto O arbitrario (Figura 6.11).
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     Figura 6. 11. Tensiones en un punto 0 
𝑁𝑇 = ∫ 𝜏𝑒 𝑎 𝑑𝑠 =
𝛾
𝜏𝑒 ∫ 𝑎 𝑑𝑠
𝛾
 
(6. 19) 
Siendo γ la línea media del contorno del perfil. 
Ahora bien: 
∫ 𝑎 𝑑𝑠 = 2 
𝛾
𝛺∗ (6. 20) 
Es el doble del área 𝛺∗ delimitada por la línea media γ. 
Por tanto, el valor de la tensión deducida es: 
𝜏 =
𝑁𝑇
2𝛺∗𝑒
(6. 21) 
Expresión que se denomina fórmula de Bredt y que da la tensión tangencial en 
los puntos de la sección recta de un perfil delgado cerrado, de una sola célula, sometido 
a torsión. 
Si el espesor es variable, la tensión tangencial máxima se presentará en los 
puntos del segmento correspondiente al mínimo espesor. 
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𝜏𝑚á𝑥 =
𝑁𝑇
2 𝛺∗ 𝑒𝑚í𝑛𝑖𝑚𝑜
(6. 22) 
Para el cálculo del ángulo de torsión por unidad de longitud θ, consideremos la 
expresión del potencial interno de un diferencial de perfil limitado por dos secciones 
rectas separadas una distancia dx: 
𝑑𝑇𝑟𝑎𝑏𝑎𝑗𝑜 =
𝜏2
2𝐺
 𝑒 𝑑𝑠 𝑑𝑥 (6. 23) 
Para el perfil de longitud L, el potencial interno será: 
𝑃𝑜𝑡𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎𝑙 𝐼𝑛𝑡𝑒𝑟𝑛𝑜 =
𝐿
2𝐺
∫ 𝜏2𝑒 𝑑𝑠 =
𝛾
𝐿 𝜏2 𝑒2
2𝐺
∫
𝑑𝑠
𝑒𝛾
(6. 24) 
Y si se considera la expresión 6.21, esta expresión toma la forma siguiente: 
𝑃𝑜𝑡𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎𝑙 𝐼𝑛𝑡𝑒𝑟𝑛𝑜 =
𝐿𝑁𝑇
2
8𝐺𝛺∗2
∫
𝑑𝑠
𝑒𝛾
(6. 25) 
El valor de la integral que aquí aparece depende de cómo varíe el espesor a lo 
largo del contorno, es decir, es una característica geométrica de la sección. 
Por otra parte, se puede expresar el potencial interno en función del momento 
torsor NT y del ángulo de torsión ∅ = 𝜃 𝐿, ya que 𝜃 es el ángulo de torsión por unidad de 
longitud: 
𝑃𝑜𝑡𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎𝑙 𝐼𝑛𝑡𝑒𝑟𝑛𝑜 =  
1
2
𝑁𝑇 ∅ =  
1
2
𝑁𝑇 𝜃 𝐿 (6. 26) 
Igualando estas dos últimas expresiones, 6.25 y 6.26, se obtiene: 
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𝜃 =  
2 𝑃𝑜𝑡𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎𝑙 𝐼𝑛𝑡𝑒𝑟𝑛𝑜
𝑁𝑇  𝐿
=  
𝑁𝑇
4 𝐺 𝛺∗2
∫
𝑑𝑠
𝑒𝛾
(6. 27) 
Por tanto, la rigidez a la torsión se calcula como: 
𝐾𝑇 =
𝑁𝑇
𝜃
(6. 28) 
Aplicado al esquema de la carrocería de un autobús, según figura 6.1, se obtiene: 
𝜃 =
(𝑎 + 𝑏) t
𝐺 2 𝑡2𝑎2𝑏2
𝑁𝑇 (6. 29) 
Realizadas las aproximaciones teóricas pertinentes, puede abordarse un 
planteamiento teórico-experimental, haciendo referencia a otros autores clásicos en la 
materia. 
6.3 Torsión en bastidor y carrocería 
Como se ha comentado anteriormente, el diseño de un autobús o de un autocar 
está basado, generalmente, en un bastidor autoportante sobre el que se monta la 
carrocería del vehículo. Pueden distinguirse diseños de piso bajo o no; Esto quiere decir 
que cuando se habla de la torsión del vehículo existen dos componentes que 
contribuyen a dicha torsión: bastidor y carrocería. 
En un autobús de dos ejes, la torsión es consecuencia de la aplicación de un 
momento torsor aplicado en uno solo de los ejes o bien en ambos ejes. Dicho momento 
torsor puede estar originado por la aplicación de fuerzas o de desplazamientos 
verticales. Para cada uno de los ejes, la torsión en la carrocería del autobús puede ser 
originada por: 
 Un par de fuerzas o de desplazamientos verticales de sentido contrario en la
zona del apoyo de la suspensión a la carrocería del autobús en uno solo de los
ejes
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 Una fuerza o desplazamiento vertical en uno de los apoyos de la suspensión 
mientras que en el homólogo del mismo eje se impide su desplazamiento vertical 
 
El comportamiento de la carrocería ante esfuerzos de torsión está caracterizado 
por la rigidez a torsión. La rigidez a torsión se define como el par torsor, contenido en 
un plano perpendicular al plano longitudinal medio del autobús, que es necesario aplicar 
a la carrocería en alguno de sus ejes, para que una sección transversal del autobús rote 
un grado. Como se ha demostrado en el apartado anterior, en el caso de autobuses la 
rigidez a torsión se define entre ejes: 
 
𝐾𝑇 =
𝑁𝑇
∆Ѳ
(𝑁𝑚 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑜⁄ ) 
 
(6. 30) 
 
siendo, KT la rigidez a torsión, NT el momento torsor aplicado y ∆Ѳ la diferencia entre el 
ángulo de torsión de uno de los ejes y el otro. 
Como se verá más adelante, el valor de KT puede desglosarse en rigideces 
torsionales parciales, correspondientes a zonas contiguas y de diferente configuración, 
que componen la carrocería. 
Algunos autores asimilan el comportamiento a torsión de este tipo de vehículos 
a la torsión de una viga. Esto significa, evidentemente, una simplificación pero que 
permite obtener algunos resultados aproximados. 
Cabe destacar el modelo de torsión enunciado por Bernoulli-Euler. Esta teoría 
está basada en la hipótesis de que la sección transversal deformada de una viga 
sometida a torsión permanece plana. La teoría de torsión de Bernoulli-Euler establece 
que la distribución de la deformación en la sección transversal de una viga es lineal en 
el espesor de la sección transversal, ignorando la deformación tangencial de la sección 
transversal. 
St. Venant propuso una teoría en la que la sección transversal de la viga, una 
vez deformada, mantiene la misma forma geométrica de la sección. Esta teoría de 
torsión admite que la sección transversal alabee; alabeo que se produce cuando se 
impide el desplazamiento de la sección transversal. El albeo de la sección transversal 
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de una viga es la deformación que sufre la sección transversal en dirección del eje 
longitudinal de la viga, de tal forma que la sección transversal no permanece plana 
después de deformada. Algunas secciones transversales, como por ejemplo las 
secciones transversales en I, presentan una mayor tendencia la alabeo. 
Murray, [181] establece la existencia de dos tipos de torsión: la torsión uniforme 
que es la torsión de St. Venant, es decir, se consideran tensiones tangenciales en cada 
sección transversal de la carrocería y la torsión no uniforme que es la que produce 
alabeo y en la que se consideran tensiones tangenciales y tensiones de flexión (el 
alabeo tiene lugar cuando la sección transversal de la viga sufre una deformación en la 
dirección longitudinal de la viga, es decir, la sección transversal, además de sufrir un 
giro respecto de la línea longitudinal media del autobús sufre una deformación fuera de 
su propio plano). 
Para una viga, el alabeo se debe a la geometría de su sección transversal o a 
sus condiciones de contorno. Existe un parámetro k, adimensional, que considera el 
efecto de la geometría de la sección transversal. 
𝐾 = √
𝜋2𝐸𝐾𝑊
𝐺𝐽𝐿2
 
 
 
(6. 31) 
 
siendo E el módulo de elasticidad longitudinal, KW la constante de alabeo, G el módulo 
de elasticidad transversal, J la constante de torsión y L la longitud de la viga considerada. 
Si el valor de K es superior a la unidad se considera la existencia de alabeo. Si 
la viga, en vez de ser cerrada, resulta ser abierta, el giro de una sección transversal se 
calcula según, 
ϕ(𝑥) = 𝐴 + B cos  ℎ(𝜆𝑥) + 𝐶 sin  ℎ (𝜆𝑥) +
𝑀𝑇
𝐺 𝐽 
𝑥 
 
(6. 32) 
 
siendo ɸ la rotación de la sección transversal, MT el momento torsor aplicado y x la 
posición longitudinal de la sección transversal cuya rotación se desea determinar. El 
parámetro λ es: 
𝜆2 =
𝐺 𝐽
𝐸 𝐾𝑊
 
(6. 33) 
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Para cada tipo de condición de contorno se obtienen unos coeficientes A, B y C 
diferentes. El factor λ valora la importancia de la rigidez a torsión uniforme frente a la 
rigidez de torsión no uniforme; su valor será menor que la unidad. Cuando en uno de los 
extremos de la viga se impide su desplazamiento mediante la aplicación de un 
empotramiento, se generan tensiones normales que dotan a la viga de una mayor rigidez 
a torsión. Para unas determinadas condiciones de contorno, se conoce el valor de ϕ y 
se puede obtener las tensiones normales a partir de la siguiente expresión: 
𝜎 =
𝑀𝑇 𝜆
𝐺 𝐽
𝜙″(𝑥) 
 
(6. 34) 
 
donde el factor J es la constante de torsión St. Venant, KW la constante de alabeo y ϕ” 
representa la segunda derivada de ϕ respecto de la coordenada longitudinal x.  
Timoshenko [236,237] definió un parámetro que incluye el efecto de la 
deformación tangencial de la sección transversal en el movimiento de una viga. Esta 
definición fue aceptada de forma universal en la dinámica de una viga y desde entonces 
se denomina “viga Timoshenko”. 
Considerando el efecto que el bastidor del vehículo ejerce sobre su torsión, sin 
considerar el de la carrocería, existen algunas teorías que permiten calcular la rigidez a 
torsión del bastidor. En este caso, se considera que el perfil de los largueros es de 
sección abierta. Este tipo de secciones se caracterizan por presentar alabeo y cuando 
en uno de sus extremos se impide dicho alabeo, se incrementa su rigidez a torsión 
debido a que aparecen tensiones normales en la dirección longitudinal de la viga. 
Erz hace la hipótesis de que la rigidez a flexión del chasis es infinita. La rigidez 
global a torsión de un chasis tipo escalera formado por elementos longitudinales de 
constante de torsión JL y elementos transversales de constante de torsión JT, es: 
 
𝐾 =
𝐺 𝑑0
𝑒1
2 [∑ 𝐽𝑇 +
2
𝑑0
∑(𝐽𝐿𝐿𝑖)] 
 
(6. 35) 
 
donde d0 es la distancia entre los centros de cortantes de los largueros, e1 la distancia 
entre los ejes delantero y trasero y Li es la distancia entre traviesas medida en sentido 
longitudinal. 
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La distancia d0 es mayor que la longitudinal flexible de los elementos 
transversales. Por ello, Tidhury [235] modificó la ecuación de la rigidez global planteada 
de Erz con objeto de incluir la diferencia existente entre la distancia entre los centros de 
cortantes de los largueros, d0, y la longitud flexible de las traviesas, d1. 
 
𝐾 =
𝐺 𝑑0
2
𝑒1
2𝑑1
[∑ 𝐽𝑇 +
2𝑑1
𝑑0
2 ∑(𝐽𝐿𝐿𝑖)] 
 
(6. 36) 
 
Cooke hace la hipótesis de rigidez infinita a flexión y determina que la rigidez 
global del chasis es suma de dos estados. En uno de ellos, el bastidor es de forma 
rectangular ya que únicamente está compuesto por los elementos longitudinales y las 
traviesas situadas en los extremos. La rigidez a torsión del bastidor rectangular es: 
𝐾11 =
𝑟2
𝐾1 (
𝑓𝑟2
𝐽𝐿𝐺
+
𝑟3
3𝐸𝐼𝑇
)
 
 
(6. 37) 
 
siendo r la mitad de la anchura del bastidor, f la mitad de la longitud de los largueros e 
IT el momento de inercia de la acción transversal de los elementos transversales. Y: 
𝐾1 =
(
𝑓2𝑟
𝐽𝑇𝐺
+
𝑓3
3𝐸𝐼𝐿
)
(
𝑟3
3𝐸𝐼𝑇
+
𝑓3
3𝐸𝐼𝐿
+
𝑓2𝑟
𝐽𝑇𝐺
+
𝑓𝑟2
𝐽𝐿𝐺
)
 
 
(6. 38) 
 
En un segundo estado, Cooke analiza la contribución del resto de las traviesas. 
Para ello analiza cuál es el par que se debe aplicar para colocar el resto de las traviesas 
cuando el bastidor rectangular rota un grado. 
𝐾22 =
𝑑1𝐺𝐽𝑇
𝐿2
(𝑖 − 2) 
(6. 39) 
 
donde i es el número total de traviesas que constituyen el bastidor. La rigidez total a 
torsión según Cooke es: 
𝐾𝑇 = 𝐾11 + 𝐾22 (6. 40) 
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Este modelo plantea muchas más restricciones que los otros modelos porque 
supone que las traviesas situadas en el extremo tienen una rigidez finita a flexión y el 
resto de las traviesas una rigidez infinita a flexión. Esta expresión es válida únicamente 
si los largueros son rectos. 
Estos son algunos planteamientos que existen sobre modelizar, de manera 
simplificada, el comportamiento a torsión de un autobús.  
Otros investigadores han desarrollado técnicas de diseño para optimizar los 
pilares que forman la ventana de la carrocería del autobús y así reducir las fisuras que 
se generan en dichos pilares. En los montantes verticales del autobús aparecen 
fracturas como consecuencias del desplazamiento relativo entre el techo y el bastidor. 
Además, los mismos están sometidos a una carga considerable posicionada en el techo 
del autobús. 
Existen, además, diferentes estudios de maniobrabilidad y de confort de los 
pasajeros, Andersson and Eriksson [11], y estudios de la fatiga provocada por los 
esfuerzos de torsión [235].  
Ramamurti and Sujatha [201] obtienen mediante la técnica de elementos finitos, 
resolviendo el problema de autovalores mediante sucesivas iteraciones, las frecuencias 
propias de vibración de un autobús. Dichos autores determinaron la tensión soportada 
por las vigas del autobús ante ondulaciones aleatorias de la calzada. 
Kim [155, 156] desarrolla modelos en elementos finitos de las estructuras de 
autobuses para optimizar su rigidez a torsión y flexión. Dichos modelos de elementos 
finitos han sido validados por numerosos ensayos [52, 159]. Otros investigadores, por 
ejemplo Guosheng [134], se han centrado en la optimización de alguna de las vigas que 
componen la carrocería de un autobús cuando está sometida a esfuerzos de torsión, sin 
abordar de manera completa toda la carrocería del mismo. Nishio and Isgarashi [187] 
investigaron sobre la optimización de la estructura de un vehículo. Uno de los objetivos 
que persiguen otros autores, Suh et al. [231], es la aplicación de métodos de 
optimización de las secciones transversales de la vigas para reducir el peso de la 
estructura del vehículo y mejorar la eficiencia del combustible [169; 222].  
Estos autores obtienen simulaciones del comportamiento a torsión, pero no 
contrastan resultados obtenidos mediante ensayos reales de torsión ejercida sobre la 
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superestructura. Tampoco ninguno de ellos considera la carrocería en su conjunto ni la 
subdivide en módulos estructurales de seguridad. 
Gauchia, Díaz [57, 118] sí lo hacen, pero solamente consideran un solo diseño 
de la superestructura sin considerar el comportamiento del que corresponde a un 
autocar. 
Planteando las condiciones de contorno de una viga sometida a torsión, por un 
lado, y calculando la carrocería de un autobús urbano utilizando el método de elementos 
finitos, por otro, llegan a determinadas frecuencias resonantes a torsión, suponiendo 
características geométricas y resistentes similares. 
El desarrollo de las ecuaciones dinámicas de una viga se a partir de las 
ecuaciones de Timoshenko de una viga. La primera ecuación de Timoshenko es: 
𝜕𝑄
𝜕𝑥
+ 𝑓 = 𝜌𝐴
𝜕2𝑊
𝜕𝑡2
 
 
(6. 41) 
 
donde Q representa el esfuerzo cortante, f la fuerza transversal total y W la flecha media 
de la sección transversal. 
La segunda ecuación de Timoshenko es: 
𝜕𝑀
𝜕𝑥
− 𝑄 = 𝜌𝐼
𝜕2Ѳ
𝜕𝑡2
 
 
(6. 42) 
 
donde M es el momento flector, x la coordenada longitudinal de la viga, ρ la densidad, I 
el momento de inercia, Ѳ el giro de la sección transversal debido al momento flector y t 
el tiempo (Figura 6.12). 
Se obtendrán tres ecuaciones: equilibrio de momentos, equilibrio de fuerzas 
verticales y equilibrio de momentos torsores. 
Se tiene que: 
𝜕𝑀
𝜕𝑥
= 𝐸 𝐼 
𝜕2Ѳ
𝜕𝑥2
 
 
(6. 43) 
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Figura 6. 12. Viga 
Timoshenko expresó el esfuerzo cortante mediante: 
𝑄 = 𝑘𝐺𝐴(𝜃 − 𝑣′) (6. 44) 
donde k representa la constante de Timoshenko, G el módulo de elasticidad transversal, 
A el área de la sección transversal de la viga y v el desplazamiento vertical. 
Sustituyendo se llega a: 
𝐸𝐼𝜃" + 𝑘𝐴𝐺(𝑣′ − 𝜃) + 𝐾∅" − 𝜌𝐼?̈? = 0 (6. 45) 
La rigidez a flexión corresponde al término EI. A es el área de la sección 
transversal de la viga, K es la constante de Timoshenko, v el desplazamiento vertical y 
ϕ la rotación (torsión) de la viga según su eje longitudinal. 
El primer sumando de la ecuación representa la contribución de la flexión, el 
segundo término la contribución de Timoshenko (la tensión y la deformación tangencial 
no se distribuyen de forma uniforme respecto de la sección transversal) y el último 
sumando de la ecuación representa el efecto combinado de la flexión acoplada a la 
torsión. 
El equilibrio de fuerzas verticales que aparecen sobre la viga se calcula según: 
𝜕𝑄
𝜕𝑥
+ 𝑓 = 𝜌𝐴 
𝜕2𝑊
𝜕𝑡2
(6. 46) 
Donde, como se ha indicado anteriormente, Q represente el esfuerzo constante, f la 
fuerza transversal total y W la deflexión media de la sección transversal. Expresando el 
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𝐾𝑇 =
𝑁
∝𝑇
 
 
(6. 52) 
𝐾𝑏 =
2𝐹𝐿
∝𝑇𝑏
 
 
(6. 53) 
 
Donde: 
∝𝑇= tan
−1 (
𝑣𝐴 − 𝑣𝐵
𝑊
) 
 
(6. 54) 
∝𝑏= tan
−1 (
𝑣𝐴 + 𝑣𝐵
2𝐿
) 
 
(6. 55) 
 
W y L representan la anchura y la longitud del autobús, respectivamente, considerando 
las cargas aplicadas; vA y vB son los desplazamientos verticales de los puntos de 
aplicación de la carga; αT y αb son los ángulos de torsión y flexión, respectivamente. 
Las condiciones de contorno para el análisis dinámico tienen como objetivo 
obtener el comportamiento del chasis del autobús bajo diferentes condiciones de carga 
que pueden darse durante la vida útil de uso del mismo. El mecanismo de movimiento 
que simula cada suspensión en los 3 ejes del autobús hace considerar que este modelo 
tiene suficientes elementos para obtener un análisis dinámico con precisión.  
El motor, la transmisión y el aire acondicionado se representan como puntos de 
masa con valores de 1.343 kg, 526 kg y 250 kg respectivamente. Estos valores se 
obtienen de manera experimental.  
Después de obtener el peso del chasis, el sistema de suspensión, el motor, la 
transmisión y el aire acondicionado, se define la masa del conjunto localizada en el 
centro de gravedad del mismo (ésta fue calculada anteriormente con un valor de 14.271 
kg que representa la máxima condición de carga).  
Se considera una velocidad de 40 km/h y un radio de giro de 14 m y, para estos 
valores, se obtiene de manera analítica la transferencia de carga de un lado del autobús 
hacia otro. Aplicando esta condición se proporciona información sobre los elementos del 
chasis que rodea las sujeciones o soportes de la suspensión.  
La Figura 6.13 muestra la dirección de desplazamiento obtenido de los nodos 
debido a las condiciones de contorno definidas para el análisis de torsión. Los mayores 
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desplazamientos se encuentran en la parte externa del eje delantero. Se representan 
desplazamientos resultantes. 
A las deformaciones obtenidas para estas condiciones (torsión y flexión) se 
aplica un factor de escala de 12 para poder obtener la deformación producida en el 
chasis del autobús.  
 
 
  Figura 6. 13. Dirección y magnitud (m) de los desplazamientos resultantes para 
torsión: [217]. 
 
La distribución de tensión para el ensayo de torsión se muestra en la Figura 6.14. 
Los valores más elevados de tensión se localizan en los elementos más externos del 
chasis del autobús, esto es, en los laterales, techo, y base de la estructura, 
principalmente en los elementos de unión. Aunque existe una cierta contribución de la 
parte central del chasis del autobús, las solicitaciones se encuentran principalmente en 
los elementos exteriores. 
Los elementos inferiores del lateral del chasis alcanzan valores de 
aproximadamente 150 MPa, localizados en las uniones, y los elementos superiores 
alcanzan tensiones de 170 MPa, aproximadamente. Sin embargo, el máximo valor de 
tensión (200 MPa) se encuentra localizado en una pareja de elementos que trabajan 
como uniones entre el techo y los laterales del chasis. 
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Figura 6. 14. Distribución de la tensión equivalente de Von-Mises en condiciones de 
torsión [217]. 
 
La Figura 6.15 muestra la magnitud de los desplazamientos en el análisis de 
flexión. Los desplazamientos nodales están localizados en la parte frontal del chasis del 
autobús. La magnitud de los desplazamientos en elementos cercanos al punto de 
aplicación de la carga es de 26 mm aproximadamente. Estos valores son utilizados para 
calcular la constante de flexión de acuerdo a las anteriores ecuaciones. Los 
desplazamientos máximos tienen una magnitud de 35 mm. 
 
 
Figura 6. 15. Resultante de los desplazamientos debidos a flexión [217]. 
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Comparando las vibraciones libres y forzadas cercanas a 700 rpm (ralentí del 
motor) se obtiene que para la Figuras 6.18 a) y 6.18 b) la amplitud de la vibración libre 
se concentra en la base del eje de tracción mientras que para vibraciones forzadas se 
concentra en un elemento transversal de la zona posterior. Para la figura 6.18 c) 
aparecen elevadas amplitudes para vibración libre en el techo, no ocurriendo lo mismo 
para las vibraciones forzadas. 
Los resultados contenidos en la Figura 6.18 se corresponden con frecuencias de 
23,4 Hz en el caso a), 24,2 Hz en el caso b) y 24,4 Hz en el caso c); desplazamiento y 
velocidad medidas en m y m/s respectivamente. 
Los modos de vibración mostrados en la Figura 6.19 a) no se solapan para 
vibración libre y forzada; en la Figura 6.19 b) las uniones del techo y del motor presentan 
una deformación similar, lo cual indica que bajo el efecto de estas frecuencias puede 
producirse vibraciones excesivas; en 6.19 c) de nuevo, los modos de vibración no se 
acoplan completamente, sin embargo, la deformación de la parte trasera continúa 
apareciendo. 
 
Figura 6. 17. Velocidad de un nodo próximo a las sujeciones del motor dentro del límite 
de trabajo [217]. 
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Figura 6. 18. Parejas de modos de vibración, libre (izquierda) y forzada (derecha), con 
frecuencias cercanas a 23,33 Hz [217]. 
 
 
Figura 6. 19. Parejas de modos de vibración, libre (izquierda) y forzada (derecha), con 
frecuencias cercanas a 36,66 Hz [217]. 
CAPÍTULO 6. TORSIÓN DE LA SUPERESTRUCTURA Y TORSIÓN DEL VEHÍCULO 
 
 
145 
 
Para simular el paso por una curva se toman desplazamientos relativos entre 
cuatro puntos con el objetivo de compararlos con sus iguales en el ensayo de torsión. 
Se detectó que el máximo desplazamiento es menor de 0,4 mm, lo cual es 10 veces 
menor que el desplazamiento obtenido para el análisis de torsión, en consecuencia el 
chasis del autobús es capaz de soportar solicitaciones severas. 
 
Figura 6. 20. Desplazamientos (m), dirección y magnitud en condiciones de paso por 
curva [217]. 
 
Todos estos autores no consideran cómo afecta al comportamiento dinámico de 
este tipo de vehículos en su conjunto, es decir, considerando simultáneamente bastidor 
y carrocería. 
6.4 Experiencia en diseño de carrocerías 
Se plantea en este apartado criterios de diseño de carrocerías que deberían 
aplicarse, a la luz de la experiencia desarrollada durante la elaboración de esta tesis, al 
abordar un nuevo diseño de carrocería. Reducciones de masa, con objeto de sacar al 
mercado un vehículo de bajo consumo, sin perder capacidad de carga de pasajeros y 
no disminuir los niveles de seguridad de circulación, obligan al diseñador a establecer 
pautas técnicas que persigan optimizar coste y cumplir esos objetivos. 
Los esfuerzos que debe soportar la estructura de un autobús son externos e 
internos a la misma. La capacidad de carga soportada y los esfuerzos estáticos y 
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dinámicos, cuando ésta se encuentra en circulación por carretera son, realmente, los 
más importantes y que más influyen en los niveles de tensión mecánica que aparecen 
en cualquiera de sus puntos. 
El diseño de la carrocería de un autobús requiere cuatro niveles (Tabla 6.4) de 
estudio: 
 Estructura completa 
 Elementos individuales que componen la carrocería: componentes 
 Secciones peligrosas en la unión de componentes 
 Puntos de concentración de tensiones 
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Figura 6. 21. Tipos de conexión 
 
La resistencia final y el comportamiento de la vida útil de la estructura completa 
depende de la categoría y comportamiento de los componentes que la configuran, así 
como de la conexión entre ellos. 
6.4.1 Consideraciones de fatiga 
Los elementos estructurales soportan cargas interiores (flexiones, torsiones,…) 
que provienen de los esfuerzos externos producidos en circulación. 
Una carrocería debe soportar dos tipos básicos de carga. La primera de ellas, 
que es la que se considera en esta tesis doctoral, es la carga de servicio. La segunda 
es la carga fuera de servicio: cargas producidas durante el levantamiento del vehículo, 
al remolcarlo, embarcarlo y esfuerzos producidos en una posible colisión (vuelco en un 
accidente, choque frontal, etc.). 
Hay que considerar las tensiones internas producidas durante el proceso de 
fabricación y la tensión mecánica que aparece en los elementos de la estructura 
generada por el peso de los pasajeros y el equipaje.  
En la tensión mecánica hay que diferenciar entre las tensiones debidas al peso 
de pasajeros y equipaje en condiciones estáticas y las tensiones debidas a las 
variaciones de esta carga (denominada carga útil en la bibliografía especializada) 
durante la dinámica del autobús. Se dan dos casos extremos: vehículo en vacío y 
sobrecarga de la carrocería (esta variabilidad depende de las condiciones de uso, 
autobús o autocar, y del tipo de carrocería). 
Según Matolcsy [171], la distribución de la carga útil en vehículos de grandes 
dimensiones puede aproximarse por la siguiente función de distribución: 
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𝐹(𝑥2) = 1 − (
𝑤 − 𝑥2
𝑤 − 𝑈
)
∝2
(6. 56) 
donde w es el límite de carga útil, α2 un parámetro relacionado con la desviación típica 
de la función y U el límite inferior de la función de distribución.  
En realidad, U se emplea para representar la probabilidad del uso del vehículo 
sin carga útil. 
𝐹0 = 𝐹(𝑋2=0) = 1 − (
𝑤
𝑤 − 𝑈
)
∝2
(6. 57) 
es decir, 
𝑈 =
𝑤( √1 − 𝐹0
∝2 − 1)
√1 − 𝐹0
∝2
(6. 58) 
Los esfuerzos que aparecen en la dinámica de un autobús están generados por 
vibraciones y oscilaciones generadas por la superficie de la carretera al interaccionar 
con la rueda neumática. Posteriormente estos esfuerzos se distribuyen desde la rueda 
al sistema de suspensión del vehículo. Estos esfuerzos son por tanto aleatorios. En la 
práctica se emplea como función de entrada de la carretera una normal, o bien, una 
función de tipo exponencial. 
La suma de esfuerzos y tensiones mecánicas asociadas puede calcularse por 
superposición de estos tres efectos (Figura 6.22): 
Figura 6. 22. Esfuerzos y tensiones finales 
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Esta consideración es solamente válida para condiciones elásticas en las que no 
se produce ninguna deformación permanente. Las no linealidades aparecerán cuando 
se analizan puntos de concentración de tensiones. 
Hay que realizar aquí una consideración importante: la carga útil no es 
independiente de la carga de operación, es decir, cuando el autobús se encuentra 
circulando. 
Respecto al comportamiento en el tiempo y frecuencia hay que señalar que las 
tensiones residuales debidas al proceso de fabricación son temporales y no dependen 
de la frecuencia; sólo dependen del material, de la geometría de las uniones y del propio 
proceso de fabricación (soldadura, remachado, …). 
Las tensiones derivadas de la carga útil son independientes del tiempo o quizás 
deben ser consideradas dependientes de frecuencias muy bajas. 
Finalmente, mencionar que las tensiones mecánicas derivadas de los esfuerzos 
de operación son muy sensibles a la frecuencia y, por tanto, dependientes de la función 
de transferencia carretera-carrocería. En este caso es importante considera el factor de 
carga dinámico.  
𝐷𝑑 =
𝜎𝑑𝑦𝑛
𝜎𝑠𝑡𝑎𝑡
 (6. 59) 
 
Siendo 𝜎𝑑𝑦𝑛 la tensión máxima que aparece en la dinámica de la circulación por 
carretera y 𝜎𝑠𝑡𝑎𝑡 la tensión mecánica que existe en el mismo punto en condiciones de 
vehículo en reposo y descargado. 
Una cuestión aún sin normalizar en el campo del diseño de carrocerías de 
autobuses y autocares es definir cuáles el tiempo de observación en los ensayos 
experimentales dinámicos en carretera. Si se quiere obtener información representativa 
de las condiciones de servicio se plantea en esta tesis doctoral analizar medidas durante 
20 km sobre carretera regular y en condiciones de circulación a 80 km/h. 
Esencialmente, las diferencias de configuración entre un autobús y un autocar, 
como ya se ha comentado en el capítulo 1 de esta tesis, vienen determinadas 
principalmente por la distribución de asientos, zonas de pasillo, bodega, plataformas de 
acceso al vehículo y plataforma donde pueden viajar pasajeros de pie (si procede). 
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El interior del autocar consiste en una pequeña plataforma que da acceso a dos 
filas dobles de asientos, adosadas a los laterales del vehículo. La última fila de asientos 
es corrida y corresponde con el ancho del autocar. 
Estas diferencias se basan en la máxima velocidad de circulación establecida 
por la reglamentación. En un autobús, al ser su circulación por un circuito urbano, los 
viajeros pueden ir de pie, dado que la velocidad está limitada. En un autocar la 
circulación es interurbana o en carretera pudiéndose alcanzar los 120 km/h en la 
actualidad. 
Por otra parte, los viajeros de un autocar necesitan desplazar equipajes. Para 
ello se dispone de una bodega inferior que obliga a que el piso del vehículo está 
sobreelevado (con una altura del centro de masas mucho mayor que la del autobús, 
circunstancia que hace que el límite de vuelco del autocar sea inferior que la del 
autobús). Además, existe un portaequipajes (modo avión) elevado en el techo y a ambos 
laterales del autocar, circunstancia que aumenta aún más la altura del centro de masas 
(Figura 6.23) 
Respecto de la rigidez a la torsión que ofrece estos dos tipos de diseño es muy 
distinta. En esta tesis doctoral se contempla este hecho. 
Figura 6. 23. Diseños del interior de un autobús y de un autocar 
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Observando la figura 6.23 puede deducirse que el comportamiento dinámico de 
torsión de un autobús será diferente al de un autocar. 
6.4.2 Secciones transversales de la carrocería 
La distribución de las diferentes secciones transversales de la carrocería de un 
autobús o de un autocar requiere de un estudio profundo del comportamiento de la 
estructura. 
Una vez definida la estructura resistente de la carrocería debe estimarse el peso 
total y la distribución del mismo a lo largo del vehículo. A partir de ahí puede apreciarse 
las secciones transversales presumiblemente más sensibles a fenómenos mecánicos 
como vuelco, torsión de la carrocería, etc. 
A continuación, se analizan dos casos supuestos de distribución de rigidez a la 
torsión a lo largo del vehículo. En ambos, la línea de techo es paralela al eje longitudinal 
del vehículo y se supone un reparto de masas asimétrico. 
En el primer caso (Figura 6.24) se representa un autobús con los anillos frontal 
y trasero muy rígidos. Los anillos centrales tienen una resistencia menor e igual para 
todos ellos. 
Figura 6. 24. Secciones transversales. Rigidez a la torsión 
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En un caso más general la rigidez a la torsión será variable a lo largo de la 
carrocería (Figura 6.25). 
Figura 6. 25. Rigidez a la torsión 
Este segundo ejemplo representa mejor el comportamiento a torsión de un 
vehículo real. Algunos autores simplifican prefiriendo la situación explicada en el primer 
ejemplo. 
En algunas ocasiones, el diseño de los laterales de la carrocería dificulta 
establecer secciones de igual resistencia, puesto que no puede hablarse en estos casos 
del concepto de anillo de seguridad (Figura 6.26). En este caso debe analizarse la 
rigidez a la torsión del vehículo como si este fuera un “todo” en su conjunto. 
Figura 6. 26. Lateral de la carrocería 
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El diseño de un autocar es más complejo, ya que, desde el punto de vista de 
rigidez, la bodega divide longitudinalmente al vehículo (Figura 6.27). 
Figura 6. 27. Modelo a torsión discretizado de un autocar 
En la Figura 6.27 se presenta un esquema de modelo a torsión discretizado de 
un autocar (los subíndices de las rigideces S y B corresponden respectivamente, a 
rigidez a torsión de la zona superior y de la bodega). 
Se tiene, por tanto, un diseño de resortes a torsión en paralelo, que conectan 
respectivamente masas rígidas m. Puede resolverse este caso en el anterior del autobús 
considerando que la rigidez total de dos resortes en paralelo es otro de rigidez, K: 
1
𝐾
=
1
𝐾1
+
1
𝐾2
(6. 60) 
Ambos modelos discretizados propuestos en esta tesis doctoral conectan dos 
modelos representativos de la dinámica lateral del vehículo. Se define aquí una rigidez 
a torsión en condiciones dinámicas como aquella que relaciona un par torsor alternante 
frente a un ángulo de giro constante: 
𝐾𝑇𝑑 =
𝑁𝑇𝑎
∅𝑐𝑡𝑒
(6. 61) 
Este par torsor se genera por el giro lateral de un eje del vehículo y se transmite 
longitudinalmente a través de la carrocería al otro eje, que sirve de apoyo y reacción, 
sustentando la estabilidad lateral del autobús o del autocar objeto de estudio. 
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Suponiendo un giro de ɸa, la rigidez a torsión es: 
𝐾𝑇𝑑
′ =
𝑁𝑇𝑐𝑡𝑒
∅𝑎
(6. 62) 
por lo que, 
𝑑𝐾𝑇𝑑
′
𝑑𝑡
≠ 0 (6. 63) 
Se define la velocidad de torsión como la derivada de la rigidez a torsión respecto 
del tiempo. Dicha velocidad está afectada, entre otras, por la velocidad de circulación 
del autobús y por la densidad espectral de la carretera: 
𝑑𝐾𝑇𝑑
′
𝑑𝑡
=
𝑑
𝑑𝑡
(
𝑁𝑇𝑐𝑡𝑒
∅𝑎
) = −
𝑁𝑇𝑐𝑡𝑒
∅𝑎
2
𝑑∅𝑎
𝑑𝑡
(6. 64) 
Expresión que determina la velocidad con que torsionan las masas mi durante la 
dinámica del vehículo. Como se ha demostrado anteriormente que, en cualquiera de los 
dos casos, las masas mi están conectadas en serie, la suma de los ángulos girados por 
cada una de ellas dan lugar al giro a torsión total de la carrocería: 
∅𝑎 = ∑ ∅𝑎𝑖
𝑛
𝑖=1
 (6. 65) 
Siendo n el número de módulos de los que consta la carrocería del autobús, ɸa 
la rotación de la carrocería del autobús y ɸai la rotación de cada uno de los módulos que 
la componen. 
Derivando y considerando un comportamiento lineal: 
𝑑∅𝑎
𝑑𝑡
=
𝑑
𝑑𝑡
∑ ∅𝑎𝑖
𝑛
𝑖=1
 (6. 66) 
Además, el par torsor total generado en la dinámica puede expresarse como: 
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𝑁𝑇𝑐𝑡𝑒 = ∑(±𝑁𝑇𝑖)
𝑛−1
𝑖=1
 
 
(6. 67) 
 
El ángulo girado es, 
∅𝑎𝑖 =
𝑁𝑇𝑖
𝐾𝑇𝑖
 
(6. 68) 
 
Derivando para toda la carrocería se tiene que: 
𝑑∅𝑎
𝑑𝑡
= ∑
1
𝐾𝑇𝑖
𝑛
𝑖=1
𝑑𝑁𝑇𝑖
𝑑𝑡
 
 
(6. 69) 
 
Sustituyendo una ecuación en la otra se obtiene: 
𝑑𝐾𝑇𝑑
′
𝑑𝑡
= −
𝑁𝑇𝑐𝑡𝑒
∅𝑎
2 ∑
1
𝐾𝑇𝑖
𝑛
𝑖=1
𝑑𝑁𝑇𝑖
𝑑𝑡
= −
1
∅𝑎
2 ∑ 𝑁𝑇𝑖
𝑛−1
𝑖=1
∑
1
𝐾𝑇𝑖
𝑛
𝑖=1
𝑑𝑁𝑇𝑖
𝑑𝑡
 
 
(6. 70) 
 
𝑑𝑁𝑇𝑖
𝑑𝑡
=
𝑑𝑁𝑇𝑖
𝑑𝐾𝑇𝑑
′
𝑑𝐾𝑇𝑑
′
𝑑𝑡
 
 
(6. 71) 
 
Despejando, 
𝑑𝐾𝑇𝑑
′
𝑑𝑡
= −
1
∅𝑎
2 ∑ 𝑁𝑇𝑖
𝑛−1
𝑖=1
∑
1
𝐾𝑇𝑖
(
𝑑𝑁𝑇𝑖
𝑑𝐾𝑇𝑑
′
𝑑𝐾𝑇𝑑
′
𝑑𝑡
)
𝑛
𝑖=1
 
 
(6. 72) 
 
Se define la velocidad de variación de la rigidez a torsión respecto del tiempo 
como: 
𝑣𝐾𝑇 =
𝑑𝐾𝑇𝑑
´
𝑑𝑡
 
(6. 73) 
Luego, 
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𝑣𝐾𝑇 = −
1
∅𝑎
2 ∑ 𝑁𝑇𝑖
𝑛−1
𝑖=1
∑
1
𝐾𝑇𝑖
(
𝑑𝑁𝑇𝑖
𝑑𝐾𝑇𝑑
′
𝑣𝐾𝑇)
𝑛
𝑖=1
 
 
(6. 74) 
 
Por tanto, queda: 
𝑣𝐾𝑇 [1 +
1
∅𝑎
2 ∑ 𝑁𝑇𝑖
𝑛−1
𝑖=1
∑
1
𝐾𝑇𝑖
𝑛
𝑖=1
𝑑𝑁𝑇𝑖
𝑑𝐾𝑇𝑑
′
] = 0 
 
(6. 75) 
 
En pequeñas oscilaciones se cumple: 
𝑣𝐾𝑇 = 0 (6. 76) 
 
En otros casos, se verifica que: 
𝑁𝑇𝑐𝑡𝑒 ∑
1
𝐾𝑇𝑖
𝑛
𝑖=1
𝑑𝑁𝑇𝑖
𝑑𝐾𝑇𝑑
′ = ∅𝑎
2 
 
(6. 77) 
 
Es decir, 
∑
1
𝐾𝑇𝑖
𝑛
𝑖=1
𝑑𝑁𝑇𝑖
𝑑𝐾𝑇𝑑
′ =
∅𝑎
2
𝑁𝑇𝑐𝑡𝑒
 
 
(6. 78) 
 
La expresión anterior significa que para oscilaciones elevadas, la variación del 
par torsor relativo entre módulos respecto de la rigidez a torsión es constante para todo 
el autobús. 
A diferencia de los autores anteriormente mencionados, se supone en esta tesis 
que la estructura del autobús está anclada al piso en sus ejes y que sobre ella actúa, 
como momento de torsión, la diferencia de los momentos de reacción en ambos ejes 
debidos a la rigidez de balanceo. Hay que considerar que la caja no torsiona alrededor 
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del eje central sino alrededor de un eje de giro situado fuera de éste (la distribución de 
masa varía a lo largo de la longitud del autobús como consecuencia de la acción de la 
suspensión neumática y de que el diseño de la carrocería es asimétrico). En la Figura 
6.28 se muestra un modo de torsión de la carrocería calculado según MEF. Se trata de 
una solicitación combinada, consistente en una flexión alrededor del eje vertical y una 
torsión debido a que el eje de simetría del autobús y el eje de giro sobre el que torsiona 
no son paralelos. Por tanto, no puede suponerse que el momento torsor sea constante. 
Por tanto, en el modelo teórico propuesto anteriormente se considera la 
existencia de un momento torsor que reacciona contra la masa no suspendida, variando 
con esto el empuje vertical que las ruedas ejercen sobre la calzada. 
 
Figura 6. 28. Segundo modo. Modo de torsión pura 
6.5 Eje de torsión 
Dado que se considera, en el apartado anterior, que la caja no torsiona alrededor 
del eje central, debe analizarse el eje de torsión del autobús. 
Se supone como dimensiones del autobús: anchura,b, altura,b, y longitud L. Se 
considera como sistema de referencia el posicionado en la cara posterior del autobús 
con el origen en el centro de la misma (Figura 6.29). 
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Figura 6. 29. Dimensiones 
Como se ha comentado anteriormente, para pequeñas deformaciones se supone 
que después de la torsión el rectángulo a b se convierte en un prisma de caras a b. 
Asimismo se supone que en estas condiciones no existe alabeo (Figura 6.30) 
Figura 6. 30. Sección rectangular tras torsión sin alabeo. 
Se considera que se levanta uno de los neumáticos una altura Δ, manteniendo 
las otras tres ruedas en contacto con la calzada. El valor de Δ viene siempre acotado 
por la condición de despegue de una de las otras tres ruedas. En estas condiciones se 
ha representado el paralelepípedo prismático rectangular al levantar la rueda delantera 
derecha, RDD, una altura Δ (Figura 6.31). 
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Figura 6. 31. Levantamiento de la rueda delantera derecha, RDD. 
Hay que señalar que se considera la distancia: 
RTD – RDD = RTI - RDI (6. 79) 
y coincide con la distancia entre ejes o batalla, m. Siendo: 
 RTD: rueda trasera derecha
 RDD: rueda delantera derecha
 RTI: rueda trasera izquierda
 RDI: rueda delantera izquierda
Evidentemente, pese a la restricción impuesta en el ensayo consistente en que 
una rueda asciende mientras las otras tres permanecen en contacto con el suelo, los 
vértices delanteros, izquierdo y derecho, y los vértices traseros, izquierdo y derecho, no 
están sujetos a dicha restricción, por lo que tienen libertad de movimientos. Esto se debe 
a que el peso del módulo delantero del vehículo, de longitud Vd (voladizo delantero), y 
el módulo trasero, de longitud Vt (voladizo trasero), tienen suficiente masa (tanto en 
vacío como en carga) como para provocar una torsión respecto de los ejes delantero y 
trasero, respectivamente, del autobús (Figura 6.32). 
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 Figura 6. 32. Restricciones 
Se sabe además que: 
L= m + Vd + Vt (6. 80) 
Es lógico suponer que, con las condiciones impuestas, las deformaciones 
verticales de un punto cualquiera de la carrocería se mantienen siempre en el plano 
vertical que lo contiene y que es perpendicular al eje longitudinal medio (X) del vehículo. 
Para contemplar un caso más general se supondrá que las ruedas del eje 
delantero se levantan “indistintamente” una altura Δd y las ruedas del eje trasero una 
altura Δt. 
Se plantea a continuación el caso de levantamiento de la rueda delantera una 
altura Δd (Figura 6.33). 
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Figura 6. 33. Torsión por levantamiento Δd de la RDD 
(Los puntos indicados en amarillo representan los puntos en su posición inicial y 
los puntos en rojos representan las posiciones después de levantar la rueda derecha y 
producirse la torsión). 
Se aprecia que se obtienen, para las condiciones anteriormente expuestas, tres 
prismas diferenciados provenientes de la deformación por torsión de cada uno de ellos. 
Se ha representado el caso hipotético de los vértices del voladizo delantero ascendiendo 
en su vertical y los del voladizo trasero descendiendo también en su vertical. En la 
práctica, como se verá más adelante, suele repetirse este patrón. 
Representando la vista frontal del autobús antes y después de la deformación 
(estas últimas se señalan con ‘) (Figua 6.34). 
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Figura 6. 34. Frontal del vehículo antes y después de la deformación 
En la Figura 6.34, θd representa el ángulo girado por el eje delantero ante el 
levantamiento Δd  y ϕd el ángulo girado por la parte delantera, voladizo delantero, del 
autobús con respecto a la línea horizontal ante dicho levantamiento. 
Tomando como sistema de referencia el sistema inercial O,X,Y anteriormente 
definido (Figura 6.29) y dado que los vértices de la carrocería no están sometidos a 
ninguna ligadura, se considera el caso general: 
𝐷𝐷 − 𝐷𝐷′ ≠ 𝐷𝐼 − 𝐷𝐼′ (6. 81) 
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En cualquier caso, se considerará el módulo de las expresiones anteriores para 
que la diferencia de alturas sea positiva. 
Según todo lo expuesto, ante una torsión debida a una elevación Δd, se sabe 
que: 
 La porción de carrocería comprendida entre ambos ejes torsiona un ángulo θd: 
𝜃𝑑 = arc tan
∆𝑑
𝑏
 
 
(6. 85) 
 
 El voladizo delantero torsiona un ángulo ϕd respecto del eje horizontal 
 
∅𝑑 = arc tan
(𝐷𝐷′ − 𝐷𝐷) − (𝐷𝐼′ − 𝐷𝐼)
𝑏
 
 
(6. 86) 
 
Respecto del eje delantero torsiona θd ± ϕd (depende del signo de ϕd). 
 El voladizo trasero torsiona un ángulo ϕt respecto del eje horizontal 
 
∅𝑡 = arc tan
(𝑇𝐼 − 𝑇𝐼′) − (𝑇𝐷 − 𝑇𝐷′)
𝑏
 
 
(6. 87) 
 
Respecto del eje trasero torsionará θt ± ϕt (depende del signo de ϕt) y dado que 
θt es nulo torsionará ϕt. 
 El ángulo total de torsión al que se ve sometida la totalidad de la carrocería es: 
𝜃𝑇𝑂𝑇𝐴𝐿 = 𝜃𝑑 ± ∅𝑑 ± ∅𝑡 (6. 88) 
 
ya que la restricción impuesta al eje trasero obliga a que θt = 0.  
Para un sólido homogéneo el eje de torsión coincide con el eje longitudinal medio 
y pasa por el Centro de Gravedad (Figura 6.36): 
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Figura 6. 36. Eje de torsión de un sólido homogéneo e isótropo 
 
En los casos estudiados, considerando exclusivamente la torsión de la carrocería 
sufrida entre ejes, no ocurre lo mismo debido a las condiciones de ensayo. 
En la Figura 6.37 se representa el caso ideal de la posición del eje de torsión y 
la del caso que nos ocupa: 
 
Figura 6. 37. Eje de torsión 
 
El eje de torsión pura, eje longitudinal del vehículo, viene definido por la recta 
HK, mientras que el eje real de torsión, considerando la inexistencia de alabeos, por 
deformaciones pequeñas, viene definido por la recta HK’ (Figura 6.38). 
CAPÍTULO 6. TORSIÓN DE LA SUPERESTRUCTURA Y TORSIÓN DEL VEHÍCULO 
167 
Figura 6. 38. Frontal eje de torsion 
Las coordenadas de H y de K’ respecto del sistema O, X, Y y Z son: 
 𝐾′(𝑚, 0,
𝑏
2
tan 𝜃𝑑) 
 𝐻 (0,0,0)
Luego la recta que une ambos puntos y que representa el eje real de torsión es 
la siguiente (expresada en paramétricas de ū): 
𝑋𝐾′ − 𝑋𝐻
𝑢1
=
𝑌𝐾′ − 𝑌𝐻
𝑢2
=
𝑍𝐾′ − 𝑍𝐻
𝑢3
(6. 89) 
Y dado que el vector ū es 
ū = ū (𝑚, 0,
𝑏
2
tan 𝜃𝑑) 
queda: 
𝑋𝐾′
𝑚
=
𝑌𝐾′
0
=
𝑍𝐾′
𝑏
2 tan 𝜃𝑑
(6. 90) 
𝑋𝐾′
𝑏
2
tan 𝜃𝑑 = 𝑍𝐾′𝑚 (6. 91) 
𝑋𝐾′ =
2𝑚
𝑏 tan 𝜃𝑑
 𝑍𝐾′ (6. 92) 
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Tal y como se justificó anteriormente θd se ve afectado por el valor de  ±𝜙𝑑±𝜙𝑡. 
Por otra parte, el sistema de suspensión no se comporta de forma rígida. Si se tiene en 
cuenta estas consideraciones, el ángulo de torsión final es θd corregido de valor θT: 
𝜃𝑇 = 𝜃𝑑 ± ∅𝑑 ± ∅𝑡 (6. 93) 
Por tanto, el eje de torsión es: 
𝑌𝐾′ = 0 (6. 94) 
𝑋𝐾′ =
2𝑚
𝑏 tan 𝜃𝑇
𝑍𝐾′ (6. 95) 
Análogamente se razona con los otros tres ejes. 
Por otra parte, el par con que torsiona la carrocería (respecto de la rueda opuesta 
del mismo eje) es: 
𝑁𝑇 = 𝐹𝑒𝑏 (6. 96) 
siendo Fe la fuerza de elevación y b el ancho de la carrocería. Como 
𝑁𝑇 = 𝐾𝑇𝜃𝑇 (6. 97) 
se tiene 
𝐹𝑒 = 𝐾𝑇
𝜃𝑇
𝑏
(6. 98) 
o bien,
𝐾𝑇 = 𝐹𝑒
𝑏
𝜃𝑇
[ 
𝑁 𝑚
𝑔𝑟𝑎𝑑𝑜
] (6. 99) 
expresión que permite determinar la rigidez a torsión de la carrocería. 
Suponiendo, como ya se había indicado, que la carrocería es un sólido 
homogéneo y lineal debería suponerse que la rigidez a torsión obtenida entre ruedas 
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debe ser constante, de lo que, para las cuatro ruedas (suponiendo alturas de elevación 
distintas): 
𝐹𝑒𝑑𝑑
𝑏
𝜃𝑇𝑑𝑑
= 𝐹𝑒𝑑𝑖
𝑏
𝜃𝑇𝑑𝑖
 
 
(6. 100) 
𝐹𝑒𝑡𝑑
𝑏
𝜃𝑇𝑡𝑑
= 𝐹𝑒𝑡𝑖
𝑏
𝜃𝑇𝑡𝑖
 
 
(6. 101) 
 
Es decir, se cumple que: 
𝐹𝑒𝑑𝑑𝜃𝑇𝑑𝑖 = 𝐹𝑒𝑑𝑖𝜃𝑇𝑑𝑑 (6. 102) 
𝐹𝑒𝑡𝑑𝜃𝑇𝑡𝑖 = 𝐹𝑒𝑡𝑖𝜃𝑇𝑡𝑑 (6. 103) 
 
Admitiendo que el peso por eje se reparte por igual entre ambas ruedas, ante 
una misma elevación Δd o Δt: 
𝜃𝑇𝑑𝑖 = 𝜃𝑇𝑑𝑑 (6. 104) 
𝜃𝑇𝑡𝑖 = 𝜃𝑇𝑡𝑑 (6. 105) 
luego,  
𝐹𝑒𝑑𝑑 = 𝐹𝑒𝑑𝑖 (6. 106) 
𝐹𝑒𝑡𝑑 = 𝐹𝑒𝑡𝑖 (6. 107) 
 
O lo que es lo mismo: 
𝐾𝑇𝑑 = 𝐹𝑒𝑑
𝑏
𝜃𝑇𝑑
 
 
(6. 108) 
𝐾𝑇𝑡 = 𝐹𝑒𝑡
𝑏
𝜃𝑇𝑡
 
 
(6. 109) 
 
Se concluye que deben admitirse dos rigideces a torsión distintas, según se 
eleve una rueda del eje delantero o una rueda del eje trasero. 
En la dinámica de un autobús cuando circula por la carretera y debido a las 
irregularidades de la misma, los neumáticos oscilan verticalmente siguiendo el 
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comportamiento aleatorio de la carretera. Suele adoptarse un sistema de referencia 
inercial cuyo eje X coincide con la horizontal (Figura 6.39)  
Figura 6. 39. Torsión y par torsor efectivo 
Las ecuaciones representativas del movimiento vienen, por tanto, referenciadas 
según este sistema coordenado. Al torsionar la estructura con el citado movimiento el 
par torsor resultante está orientado según el eje X. Como la carrocería torsiona según 
la dirección de ū, se define en esta tesis doctoral el par torsor efectivo: 
?? ??????? ????? ????
? (6. 110) 
donde ??? y ??? contribuyen a la flexión de la carrocería pero no a la torsión. Por tanto,
el par torsor efectivo queda: 
??? ? ?????? (6. 111) 
Donde: 
??? ? ?? ???? ? ??
?
??
?
? ??????
?
? ??
? ??
??
????????? ? ???
(6. 112) 
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Luego, a la vista de los resultados se puede concluir que los esfuerzos verticales 
que aparecen sobre las ruedas, producto de la circulación del vehículo, se ven 
minorados por el efecto de la carrocería. Parte de la energía transmitida a las ruedas se 
transforma en torsionar la estructura y el resto lo hace flexionándole según los ejes de 
coordenadas Y y Z. 
El par torsor total en una rueda es: 
𝑁𝑇 = 𝐹𝑒𝑏 (6. 113) 
 
Como consecuencia de la acción elástica de la carrocería resulta que el par de 
torsión efectivo es: 
𝑁𝑇𝑋 = 𝐹𝑒
2𝑚𝑏
√𝑏2𝑠𝑒𝑛2𝜃𝑑 + 4𝑚2
 
 
(6. 114) 
 
La rigidez efectiva a la torsión es por tanto: 
𝐾𝑇𝐸𝑓𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑎 =
𝑁𝑇𝑋
𝜃𝑑
= 2𝐹𝑒
𝑚𝑏
𝜃𝑑√𝑏2𝑠𝑒𝑛2𝜃𝑑 + 4𝑚2
 
 
(6. 115) 
 
El par torsor efectivo varía en función de m, b y θd. Se indica a continuación su 
variación respecto a m; de forma análoga se obtendría las expresiones en función de b 
y θd:  
𝜕𝑁𝑇𝑋
𝜕𝑚
= 2𝐹𝑒𝑏𝑚 [−
1
2
(𝑏2𝑠𝑒𝑛2𝜃 + 4𝑚2)]
−
3
2
8𝑚 + 2𝐹𝑒𝑏(𝑏
2𝑠𝑒𝑛2𝜃 + 4𝑚2)−
1
2 
 
 
(6. 116) 
 
La energía almacenada por la carrocería cuando ésta torsiona es: 
𝐸𝑝 =
1
2
𝐾𝑇𝐸𝑓𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑎∆𝑑
2=
𝐹𝐸∆
2
𝑑
𝜃𝑑
𝑚𝑏
√𝑏2𝑠𝑒𝑛2𝜃𝑑 + 4𝑚2
 
 
(6. 117) 
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Esta energía es devuelta a la rueda cuando desaparece la irregularidad de la 
calzada. Este efecto conlleva que la carrocería asiente más sobre la calzada, 
aumentando con esto el límite de vuelco (valor de aceleración lateral que, ejercido sobre 
el centro de masas del autobús, hace que éste comience a volcar). Se observa en la 
expresión anterior que, a mayor batalla y mayor ancho entre ruedas, mayor es la energía 
acumulada y por tanto el vuelco aparece más tarde. 
 
6.5.1 Efectos de los voladizos del autobús sobre la torsión 
El efecto que el voladizo ejerce sobre a la torsión del autobús puede ser o no 
favorable al vuelco ya que puede contribuir a que la carrocería almacene mayor energía 
potencial. En los primeros capítulos de esta tesis doctoral se explica que, por diseño y 
construcción, la distribución de masas en la carrocería es muy heterogénea. La 
carrocería hasta ahora se ha considerado homogénea entre ejes del autobús, pero, 
debido a la desigual distribución de pesos, no puede afirmarse lo mismo respecto a los 
voladizos. 
El voladizo trasero acumula mucha masa respecto del voladizo delantero. Ahí se 
aloja el motor, parte de la transmisión y dos filas de asientos (generalmente nueve 
ocupantes) (ver Figura 6.40). El voladizo delantero soporta el sistema de dirección, el 
conductor y el acompañante. Son dos casos muy diferentes respecto de la masa que 
soportan. 
 
 
Figura 6. 40. Motor (vista trasera del autocar) 
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Se considera la aportación a la torsión del voladizo delantero (Figura 6.41): 
Figura 6. 41. Torsión. Voladizo delantero 
presentándose dos posibles casos (ver Figura 6.42). 
Figura 6. 42. Ángulos voladizo delantero 
según ascienda más un vértice que el otro 
caso 1:    𝜃𝑑 − ∅𝑑 
caso 2:   𝜃𝑑 + ∅𝑑  
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en el segundo caso el voladizo delantero torsiona en el mismo sentido que el prisma 
intermedio entre ejes (aumentando la energía potencial). En el primer caso el voladizo 
delantero se opone a la torsión del prisma intermedio. 
De igual forma se puede realizar esta discusión con el voladizo trasero. 
6.5.2 Consideraciones realistas 
Obtener muchos de los parámetros del vehículo mencionados en este apartado 
suele ser complejo debido a que es difícil obtenerlos para el bastidor, luego para la 
carrocería y aplicando el principio de superposición sumarlo con su signo. 
Si se desea obtener parámetros reales es necesario determinarlos con el 
vehículo en condiciones de funcionamiento: suspensión, bastidor y carrocería hacen un 
todo, dando lugar a un vehículo autoportante. 
Se considera en esta tesis doctoral el vehículo sin ventanas, ni elementos de 
terminación esenciales para la protección de los pasajeros respecto a agentes 
climáticos, caídas, etc (referente a techo, suelo interior, costados, asientos y 
guarnecidos). El motivo es la pluralidad de diseños existentes en el mercado o cuya 
vigilancia daría lugar a otra tesis doctoral. 
6.6 Ensayos estáticos 
Los ensayos necesarios para la obtención de los datos requeridos en la presente 
tesis, se llevan a cabo en las instalaciones de Castrosua S.A. (Villagarcía de Arosa. 
Pontevedra) sobre una superestructura de autocar propiedad de la empresa (Figura 
6.43). 
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Figura 6. 43. Superestructura de autocar 
 
La superestructura está formada por perfiles estructurales resistentes de calidad 
St-44 y St-52. Se trata de perfiles huecos de sección transversal rectangular y pared 
delgada. Su proceso de fabricación consiste en laminado en frío y posteriormente un 
proceso de conformado y soldadura. Se observa en la fotografía que la superestructura 
se encuentra montada sobre el bastidor del vehículo. La carrocería aún no dispone del 
piso interior, del chapado o cerramiento del techo, laterales, frontal ni trasera. Tampoco 
dispone de vidrios (el vidrio de las ventanas contribuye considerablemente al aumento 
de la rigidez torsional del vehículo). Estos elementos contribuyen fuertemente a 
aumentar dicha rigidez. 
A continuación, se detallan las dimensiones de la superestructura objeto de 
ensayo, así como el peso de la misma y algunas características (Figura 6.44). 
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Figura 6. 44. Dimensiones principales (mm) superestructura de un autocar 
 
La anchura del vehículo es 2.550 mm. 
El peso de la superestructura es de 85.946 N. Su peso en orden de marcha es 
139699 N con una distribución de: 
 Eje delantero: 51.940 N 
 Eje trasero: 87.759 N 
La diferencia de peso estriba en el peso del bastidor y de los ocupantes. 
El autocar es de categoría M3 y tendrá 60 asientos con sistemas de retención de 
los ocupantes. 
 
6.6.1 Metodología del ensayo 
A continuación, se describe la metodología para la realización de los ensayos 
necesarios que permitan la obtención de los datos para la determinación de la rigidez a 
torsión del autocar y los ángulos girados. 
En la realización de los ensayos se utilizaron básculas para la medición de pesos 
en rueda y gatos hidráulicos para torsión de la estructura, tal y como se muestra en las 
Figuras 6.45 y 6.46. 
A medida que se levanta una rueda, utilizando el gato hidráulico, el peso del 
vehículo se redistribuye entre las otras (al torsionar la carrocería, los esfuerzos internos 
varían y dan lugar a reacciones en rueda distintas al peso inicial que gravita en ellas). 
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Dado que se ensaya el conjunto bastidor – carrocería, los valores obtenidos 
serán muy inferiores a los que se obtienen en un cálculo por elementos finitos donde no 
se simula el bastidor. Al comienzo de este capítulo se mencionan algunos modelos 
numéricos de comportamiento del bastidor.     
(a) (b) 
Figura 6. 45. Gatos hidráulicos (a) y básculas (b) 
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Figura 6. 46. Realización de ensayos 
La metodología de los ensayos es la siguiente: 
En primer lugar, se pesa la superestructura, obteniéndose el peso por rueda. A 
continuación, se mide la altura de los cuatro extremos inferiores de la superestructura 
(delanteros y traseros izquierdo y derecho: Di, Dd, Ti y Tt respectivamente) y de cuatro 
puntos más, opuestos dos a dos, junto a cada rueda (a, b, c y d) tal y como se muestra 
en el esquema de la Figura 6.47. La medida en altura de los puntos a, b, c y d sirve para 
averiguar, posteriormente, torsiones intermedias de la carrocería.  
Figura 6. 47. Puntos de medida 
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De este modo se van a calcular los ángulos girados por cuatro (4) secciones 
transversales del autobús, que se denominarán trasero (T), delantero (D) y dos 
intermedios (a-d y b-c). 
Dado que se levantarán en altura, una a una, las cuatro (4) ruedas del vehículo, 
se obtienen torsiones diferentes, que dan lugar a una transmisión de cargas distintas en 
las otras tres ruedas. 
En este caso, con el gato se levanta la rueda delantera derecha (Rdd) una altura 
determinada (5 cm). Una vez levantada, se mide las fuerzas que está soportando cada 
una de las tres ruedas apoyadas y se vuelve a medir la altura de cada uno de los puntos 
anteriores, con objeto de calcular la nueva geometría de la carrocería. 
Este procedimiento se repite para el resto de las ruedas: rueda delantera 
izquierda (Rdi), rueda trasera izquierda (Rti) y rueda trasera derecha (Rtd), realizándose 
el mismo tipo de medición. 
A partir de estas medidas se calcula el ángulo girado, el par ejercido en cada 
ensayo y la rigidez de cada sección. Los valores obtenidos se muestran en las siguientes 
gráficas: Figura 6.48 para los ángulos obtenidos y Figura 6.49 para las rigideces. 
 
  
  
Figura 6. 48. Ángulos girados por eje según rueda levantada 
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Para construir cada uno de los gráficos de la figura 6.48, se comparan, dos a 
dos, los incrementos medidos en altura (con su signo) sufridos por puntos extremos de 
la misma sección transversal. Estos incrementos, según su tangente (considerando la 
anchura de la carrocería), dan lugar a un cierto ángulo girado por una sección 
transversal. Se obtienen cuatro valores de ángulo, uno por eje antes mencionado, que 
en la figura son D, a-d, b-c y T. Uniendo los cuatro valores mediante segmentos rectos 
se tiene la variación del ángulo girado a lo largo de la longitud de la carrocería. 
Se han obtenido varios juegos de curvas, en base a levantar, alternativamente 
cada una de las cuatro ruedas. La elevación de los neumáticos desde los 30 mm hasta 
los 100 mm. La cota máxima en altura se alcanza cuando la carrocería no puede 
torsionar más y una de las ruedas del vehículo despega del suelo. En el caso del autobús 
la carrocería es muy rígida y no admitió en los ensayos cotas de levantamiento 
superiores a los 100 mm. 
A continuación, a modo de ejemplo, se muestran resultados concernientes a 
levantamientos, con el gato, de 50 mm. 
Observando la primera gráfica de la figura 6.48, correspondiente al 
levantamiento con el gato hidráulico de la rueda delantera derecha, se tienen cuatro 
valores angulares. La sección transversal D, lógicamente, gira el ángulo mayor; la 
torsión va disminuyendo gradualmente según la medida que se realice a lo largo de la 
carrocería. Podrían obtenerse resultados más precisos si en vez de unir los cuatro 
puntos por rectas, se hiciera adjuntándolas a una cierta curva del tipo cuadrático o 
cúbico (por ejemplo). La diferencia entre el ángulo girado por la sección D y la 
correspondiente a la sección T, indica el ángulo total con que gira la carrocería en estas 
circunstancias. 
En este caso es muy importante hacer la apreciación de que, para cierto valor 
de longitud de la carrocería, el ángulo girado se hace nulo, cambiando de signo a partir 
de esta zona del vehículo. Esto quiere decir que existe una porción de la carrocería que 
favorece la torsión en vez de oponerse a ella.  
El diseño de la estructura de la carrocería, en cuanto a formas, número y 
dimensiones de las barras que la configuran y de los materiales empleados, condiciona 
la manera de torsionar el autobús o autocar. 
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Esto no ocurre en los otros tres casos de levantamiento de una rueda. Ninguno 
de ellos presenta un cambio de signo. 
También hay que mencionar el caso de levantamiento de la rueda delantera 
izquierda, Rdi, y el de la rueda trasera izquierda, Rti. En ambos gráficos se observa una 
disminución del ángulo de torsión a medida que se consideran puntos alejados del 
levantamiento pero en este caso el signo es siempre negativo. 
Sin embargo, en la figura correspondiente al levantamiento de la rueda trasera 
derecha, Rtd, se observa que los ángulos de giro torsional son siempre positivos. 
En primer lugar, hay que indicar que en los gráficos de la figura 6.48 se observa 
el distinto comportamiento de la carrocería cuando ésta se torsiona. Ésta es una de las 
condiciones perseguidas en esta tesis doctoral: la torsión de la carrocería de un autobús 
o de un autocar, al presentar un comportamiento asimétrico, hace que el eje de torsión 
no coincida con el eje X, longitudinal medio del vehículo. Según sea la perturbación 
producida en rueda, la torsión adquiere una dirección privilegiada, obligando a la 
suspensión a trabajar de una manera muy determinada (y distinta a su comportamiento 
ante perturbaciones en otras ruedas).  
Queda demostrado así que considerar en este tipo de vehículos una torsión 
uniforme es una afirmación muy alejada de la realidad. 
Entrando más en detalle, si se compara los ángulos obtenidos en las dos 
primeras figuras, correspondientes al ángulo Rdd y al Rdi, se observa la tendencia de 
que al levantar una cierta altura la rueda delantera derecha, la correspondiente a la 
rueda opuesta del mismo eje llega a alcanzar valores negativos. Las alturas de las 
ruedas traseras equivalentes Rtd y Rti siguen un comportamiento similar. 
Hay que resaltar que, a la hora de determinar el valor de la rigidez de la 
carrocería, por definición debe descontarse el peso que gravita en cada rueda. 
En la Figura 6.49 se muestran las curvas de las rigideces obtenidas en cada 
ensayo. Se considera como signo negativo para su análisis, si bien las rigideces no 
pueden ser de valor negativo, aquellos ensayos en que el par ejercido y el ángulo girado 
son de sentido opuesto. Para determinar el valor de la rigidez se ha considerado el peso 
que gravita en las ruedas (empleando las básculas). 
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En la Figura 6.50 se muestran los resultados de las rigideces en una única gráfica 
para su comparación: 
 
 
Figura 6. 50. Rigideces a torsión obtenidas I 
 
En la Figura 6.51, se muestran en valor absoluto las rigidices obtenidas. 
 
Figura 6. 51. Rigideces a torsión obtenidas II 
 
Se observa que para el eje delantero el valor de la rigidez obtenido es más 
parecido, obteniéndose mayor dispersión según se avanza longitudinalmente, en la 
superestructura hacia la parte trasera del autobús.  
Cabe destacar la semejanza de los valores obtenidos en los ensayos en los que 
se ha levantado un neumático del eje trasero. 
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Tal y como se indicaba al comienzo de este capítulo, la teoría del potencial 
interno establece que la estructura al torsionar almacena una energía potencial que, 
devuelve posteriormente en su totalidad, contribuyendo así a reforzar el efecto 
estabilizador que otorga la suspensión. 
Dado que se ha obtenido mediante ensayos la rigidez a torsión correspondiente 
a las cuatro ruedas, puede obtenerse la energía potencial asociada empleando la 
expresión, 
𝑉 =  
1
2
𝐾𝑇𝜃
2 (6. 118) 
siendo V la energía potencial acumulada por una estructura de rigidez torsional KT, que 
gira un máximo valor angular θ. 
En la Figura 6.52 se muestra los valores de energía potencial acumulada para las cuatro 
secciones transversales del vehículo. 
Figura 6. 52. Energía potencial acumulada por el conjunto carrocería - bastidor 
Se observa una acumulación cuasi-simétrica de energía a lo largo de la longitud del 
vehículo. Los valores máximos alcanzan los 10.000 Julios, valor muy considerable para 
tener en cuenta. Hay que mencionar que la simetría longitudinal obedece en signo a la 
distribución de ejes, delantero y trasero respectivamente, hecho que refuerza 
considerablemente la teoría de plantear la dinámica lateral del vehículo como dos 
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modelos planos (correspondientes a cada uno de los ejes) unidos por un resorte que 
trabaja a torsión. 
Además, analizada la gráfica, se ve que la zona correspondiente al eje delantero 
acumula menos energía potencial que la zona del eje trasero. La explicación plausible 
para explicar este fenómeno es que la distribución de masas discretas aumenta 
progresivamente de delante hacia atrás. El motor, transmisión, etc se aloja en la zona 
trasera del vehículo (voladizo). 
Se concluye que la determinación de la energía potencial acumulada es 
imprescindible a la hora de abordar nuevos diseños de este tipo de vehículos. Puede 
mencionarse aquí que la distribución de pesos queda condicionada sustancialmente a 
la hora de ubicar: 
 Asientos de pasajeros. 
 Plataformas de pasajeros de pie 
 Aire acondicionado 
 Depósito de combustible 
 Tipo de tracción (trasera, delantera, central) 
 Nuevos sistemas de propulsión: diésel, gas GNC, hidrógeno, GLP, etc. 
 
Como conclusiones generales de este capítulo hay que mencionar: 
 Existen modelos numéricos aproximativos que simulan el comportamiento a 
torsión del bastidor de un autobús o de un autocar 
 En la mayoría de los casos, en modelos de elementos finitos sólo se calcula la 
carrocería, sin considerar el efecto bastidor 
 Los autores que hasta la fecha han estudiado con más profundidad la torsión no 
consideran que el eje de torsión no coincida con el de simetría longitudinal del 
vehículo 
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 En esta tesis doctoral se demuestra que debe considerarse un par torsor cuya 
dirección no coincide con la del sistema de referencia X, coincidente con la 
dirección de marcha del vehículo 
 
Es un error obtener conclusiones en base exclusivamente al comportamiento de 
la superestructura. 
Es imprescindible contemplar la torsión de forma enmarcada respecto al 
comportamiento del vehículo en su dinámica lateral. Esto se verá en el capítulo siguiente 
dedicado a ensayos dinámicos del vehículo completo. 
Es imprescindible calcular el potencial interno de la estructura en su conjunto, ya 
que permite analizar ulteriores decisiones de donde colocar ciertos elementos 
necesarios para el funcionamiento del vehículo. 
Finalmente, hay que expresar aquí la complejidad y el gran coste que supone la 
investigación en este tipo de cuestiones por el instrumental necesario para hacer los 
ensayos, personal auxiliar y el disponer de locales, así como, de la propia estructura del 
autobús. 
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7 PROTOTIPO DE SISTEMA 
ELECTRÓNICO EMBARCADO 
Antes de realizar los ensayos en carretera, capítulo 8 de esta tesis doctoral, se 
dedica este capítulo al diseño de un prototipo de electrónica embarcada de bajo coste 
(coste muy inferior al de los equipos que se utilizan habitualmente en los ensayos de 
carretera). 
Dada la extensión de este trabajo, se plantea aquí el diseño conceptual y las 
características que el prototipo ha de tener, según electrónica Arduino, para un posterior 
desarrollo. 
Con el embarque del dispositivo en el autobús se determinará el ángulo de 
balanceo del vehículo en tiempo real, en función de la velocidad medida por un sensor 
y del radio de curvatura de su trayectoria, determinado por su localización GPS. 
Adicionalmente el sistema electrónico puede calcular otros parámetros 
significativos de la dinámica lateral del autobús: 
 Comportamiento de la suspensión, es decir, distancia que se alarga el fuelle
neumático del lado interior de la curva y distancia que se acorta el fuelle
neumático del lado exterior de la curva.
 Momento de torsión de la estructura.
 Momento de reacción que ejerce la suspensión al balanceo.
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 Momento de reacción que ejercen los neumáticos al balanceo.
La validación del sistema electrónico se realizará mediante la instalación de un 
sensor inercial que sirva para determinar el ángulo de balanceo real. 
Todos los sistemas desarrollados deben ir embarcados en el vehículo, de tal 
forma que sea sencilla tanto su instalación como su uso, sin necesidad de utillaje extra. 
Los sistemas deben ser portátiles, de sencilla instalación y lo suficientemente versátiles 
como para poder modificar los parámetros relacionados con vehículo de manera rápida 
(Figura 7.1). 
Figura 7. 1. Diseño conceptual 
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7.1 Sistemas embarcados. Requisitos 
Los sistemas embarcados generalmente son sistemas computacionales 
diseñados para la realización de una o varias tareas concretas, enfocadas normalmente 
a su uso en tiempo real. La diferencia con los ordenadores de propósito general es que 
estos últimos están diseñados para cubrir una amplia gama de tareas y necesidades. 
Debido al avance tecnológico de la informática y de la electrónica, cada vez es 
más frecuente poder disponer de vehículos automóviles con sistemas embarcados. 
Entre éstos cabe destacar, el sistema de control de estabilidad (ESC), los sistemas 
capaces de dar información en tiempo real de variables como la inclinación del vehículo, 
la presión de las ruedas, etc (Figura 7.2). 
Figura 7. 2. Sistemas embarcados en vehículos 
Los sistemas embarcados no sólo se utilizan para visualizar el estado del 
vehículo como tal; sirven de herramienta para múltiples funciones, entre otras, sistemas 
de entretenimiento (instalados en aviones, trenes, autocares y demás medios de 
transporte incorporan paneles para acceder a medios audiovisuales de entretenimiento) 
y localización geográfica del vehículo (Figura 7.3). 
Figura 7. 3. Ejemplo de electrónica embarcada en un avión 
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A continuación, se exponen varios ejemplos de su utilización: 
 Automóviles de competición: La importancia de estos sistemas y su necesidad 
se hace evidente en este tipo de vehículos (Figura 7.4). Se monitoriza por 
electrónica varios parámetros que realizan telemetrías en tiempo real y obtienen 
toda la información sobre presión de ruedas, tiempos de paso por sectores, 
mapas de calor del motor y neumáticos. 
 
 
Figura 7. 4. Electrónica embarcada en vehículos de competición 
 
 Flotas de autobuses: Estos dispositivos, conectados a una centralita, 
proporcionan información de la ubicación de los vehículos que, una vez 
procesada, permiten mantener informados a los usuarios de los tiempos de 
espera estimados (Figura 7.5). Para una misma línea con varios autobuses 
realizando un trayecto, el sistema muestra información de la ubicación de todos 
los vehículos, permitiendo determinar los tiempos de espera en cada parada y 
las desviaciones que puedan surgir respecto a los tiempos programados. 
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decisiones, de acuerdo al programa descargado, interactuando con el mundo 
físico mediante sensores y actuadores. 
 Interfaz entre un ordenador u otro dispositivo: ejecuta una determinada tarea 
para que un dispositivo la entienda.  
 
7.2.1.2 Software de Arduino 
 
Arduino cuenta con un entorno de desarrollo integrado (IDE, Integrated Desktop 
Development Environment) para todas las plataformas (Windows, Linux, Mac) que 
facilita la programación. Normalmente este sistema dispone de un editor de código 
fuente, unas herramientas de construcción automáticas y un depurador. 
El microcontrolador en la placa Arduino se programa mediante el lenguaje de 
programación Arduino (basado en Wiring) y el entorno de desarrollo Arduino (basado en 
Java) [226]. La estructura del IDE y del sistema de programación es simple y se basa 
en: 
 Librerías: Arduino cuenta con librerías, cada una de ellas diseñada para cumplir 
una función o especificación, que permite al programa desarrollar la aplicación 
que se busca. Dado que se trata de código abierto, estas librerías se pueden 
importar desde la página web oficial de Arduino o pueden ser facilitadas por otros 
usuarios del sistema. 
 Configuración inicial: Esta parte del código se ejecuta sólo al empezar el 
programa, es decir, al configurar la placa con las parámetros y variables. 
 Programa en bucle (loop): La función loop es la función que se ejecuta 
continuamente para desarrollar el proyecto. Existen funciones fuera de este loop 
pero son llamadas desde éste. 
 
7.2.1.3 Hardware de Arduino 
 
El hardware Arduino más simple consta de una placa con un microcontrolador y 
unos puertos de entrada y salida.  
Los microcontroladores más habituales son los AVR (Atmega168, Atmega328, 
Atmega1280 y Atmega8) y los CortexM3 de ARM y, aunque son plataformas diferentes, 
permiten la ejecución de los mismos programas. La tensión utilizada por las placas es 
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Figura 7. 7. Placa Hardware de Arduino 
 
La versatilidad en programación y ensamblaje, la facilidad para encontrar 
sensores de bajo coste, la funcionalidad y la buena relación procesamiento/coste 
conducen a que cualquiera de los Arduinos, descritos en la Tabla 7.2, pueda ser utilizado 
para los fines deseados en esta tesis doctoral. 
 
7.2.1.4 Velocidad de procesamiento de Arduino 
 
Para comprobar los tiempos de procesamiento de Arduino se han realizado dos 
programas muy sencillos. En el primero se toma la medida procedente de una señal 
analógica externa (Señal A) y se programa la siguiente operación: 
 
𝐵 = 𝐴 ∙ 8 (7. 1) 
 
En el segundo se introducen dos variables (una medida por un sensor y la otra 
introducida en el programa) y dos ecuaciones (Expresiones 7.2 y 7.3): 
 
𝐵 = 3 ∙ 𝐴 + 47 (7. 2) 
𝐶 = 𝑑𝑎𝑡𝑜 + cos(𝐵) (7. 3) 
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Para la programación de la placa se tiene en cuenta la velocidad de conexión de 
ésta con el ordenador que se realiza mediante la conexión USB que tiene la placa. A 
través de esta conexión se envía la información procesada al ordenador para 
visualizarla.  
Para fijar la resolución de las señales, que se van a “sensar” y transformar de 
valor analógico a digital, se tienen en cuenta los bits de resolución. Los bits permiten 
hacer combinaciones; cuantos más bits tenga la placa mayor número de combinaciones 
se pueden realizar, obteniendo de cada una de ellas una medida diferente del sistema 
analógico. 
La primera prueba, expresión 7.1, concluye con un tiempo medio de respuesta 
de 95,2 milisegundos y la segunda, expresión 7.2, con un tiempo medio de 187,2 
milisegundos. Los tiempos de respuesta se consideran muy aceptables. 
Para el diseño del prototipo de electrónica embarcada se realiza una primera 
prueba considerando la velocidad como un valor y no como una variable a medir por el 
sensor. Esta aproximación se realiza para determinar si el cálculo de las incógnitas a 
través de las ecuaciones, en sí mismo, provoca un cuello de botella en el sistema 
Arduino. Esta prueba se realiza con una placa Arduino UNO y con una placa Arduino 
MEGA 2560. En el ordenador, conectado a la placa Arduino mediante un programa en 
Processing, se almacenan los datos de partida y los datos medidos. 
Processing es un lenguaje y un entorno de programación de código abierto 
basado en Java, enfocado al desarrollo de proyectos multimedia. Permite comunicar 
Arduino con el ordenador portátil, utilizando este último como display de la información 
y sistema de almacenamiento. La interfaz creada permite modificar las variables 
correspondientes a las características del autobús de una manera muy intuitiva y sin 
necesidad de modificar el código desarrollado en Arduino. 
 
7.2.2 Sensores 
Un sensor es un objeto capaz de detectar magnitudes físicas, llamadas variables 
de instrumentación, y transfórmalas en variables eléctricas. La variable de 
instrumentación puede ser, por ejemplo, aceleración o inclinación; la magnitud eléctrica 
pude ser, por ejemplo, una capacidad eléctrica, como en un sensor de humedad, o una 
tensión eléctrica, como en un termopar. 
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Para el funcionamiento de la electrónica a implementar se requiere medir 
principalmente dos magnitudes, el ángulo de inclinación y la velocidad del vehículo.  
En el mercado actual, la adquisición de sensores es fácil y a precios muy 
variados dependiendo de las características demandadas. Teniendo en cuenta las 
características de los sensores utilizados en el prototipo, se seleccionan sensores de 
bajo coste. 
Uno de los sensores elegidos proporciona información de velocidad y posición; 
sus señales, salidas digitales, se interpretan en el sistema de adquisición y 
procesamiento. Este sistema, en el que se han introducido previamente los valores 
característicos de cada vehículo (constantes de rigidez, ancho de vía, …), procesa las 
señales y proporciona los valores de las incógnitas programadas. Los datos resultantes 
se visualizan en un display, en tiempo real, y se almacenan en un dispositivo. 
En la Tabla 7.3 se muestra, a modo de ejemplo y por establecer un orden de 
magnitud de precios, cuatro tipos de sensores. 
Tabla 7. 3. Sensores 
7.2.2.1 Sensores de velocidad 
Para medir los ángulos de balanceo en ambos ejes es necesario disponer de un 
sensor capaz de medir de manera directa o indirecta la velocidad del vehículo durante 
la curva. 
A continuación, se describen los diferentes tipos de sensores a considerar: 
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a) Sensor de velocidad fotoeléctrico de barrera 
Estos sensores requieren ser anclados a la rueda del vehículo. Presentan el 
inconveniente de proporcionar medidas no muy precisas si el neumático está 
desgastado o la presión del mismo no es la adecuada; además, debido al movimiento 
que realiza la masa suspendida frente a la no suspendida durante la curva, el sensor 
puede verse desplazado verticalmente respecto a la posición de la pieza.  
Este sensor es muy similar al utilizado en los velocímetros de los vehículos: 
extrapola una velocidad lineal mediante la medida de la velocidad angular de la rueda o 
del eje secundario de la caja de cambios. 
Si el diámetro de la rueda o del neumático se ve alterado, la medida de la 
velocidad no es válida y el resultado del cálculo es erróneo. Por ejemplo, si se cambian 
los neumáticos del vehículo por unos nuevos o se incrementa la presión de los mismos, 
el diámetro aumenta; esto significa que, por cada revolución de la rueda, el vehículo 
avanza más y por tanto la velocidad es mayor. Inversamente, si el diámetro de las 
ruedas se reduce (por el desgaste de los neumáticos o por una carga muy pesada que 
“comprima” los mismos), el vehículo recorre menos distancia y por lo tanto la velocidad 
es inferior. Aunque estas diferencias de diámetro son pequeñas, de pocos milímetros, 
si se aumenta la velocidad y se aumenta la distancia recorrida pueden ser importantes 
para las mediciones a realizar. 
b) Sensor de velocidad por módulo GPS 
En la actualidad todos los GPS´s muestran dentro de su display un velocímetro. 
Con una buena señal GPS es posible recibir un valor de velocidad más preciso que el 
recibido a través del velocímetro del propio vehículo. 
Los navegadores GPS, utilizando los satélites GPS, calculan la velocidad del 
vehículo midiendo la distancia que éste recorre y el tiempo empleado. De forma repetida 
localizan la posición exacta del vehículo, calculan la distancia que ha recorrido y el 
tiempo empleado; con estos datos proporcionan un valor real de la velocidad. 
La precisión del GPS está determinada por la calidad y la potencia de la señal 
del satélite. Este sistema se utiliza, por ejemplo, como validación de medidas tomadas 
por radares de velocidad móviles (Figura 7.8). 
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       Figura 7. 9. Módulo GPS seleccionado 
 
7.2.2.2 Sensores de ángulo 
 
Los sensores de ángulo se utilizan para medir el ángulo de balanceo del autobús 
respecto a un sistema de referencia fijo, en este caso la calzada. 
Para el desarrollo del prototipo se estudia dos tipos de sensores: acelerómetros 
y sensores inerciales. 
a) Medida indirecta a través de un acelerómetro 
Los acelerómetros son dispositivos electromecánicos que detectan las fuerzas 
de aceleración, estáticas o dinámicas. Las fuerzas estáticas incluyen la gravedad; las 
fuerzas dinámicas pueden incluir vibraciones y movimiento. Los acelerómetros pueden 
medir en un solo eje, en dos o en tres; estos últimos son los más utilizados. 
Algunos acelerómetros se basan en materiales piezoeléctricos (Figura 7.10). 
Poseen unas estructuras cristalinas que, cuando se ven sometidas a algún tipo de 
tensión mecánica (por ejemplo, una aceleración), vibran generando una tensión 
eléctrica  
CAPÍTULO 7. ELECTRÓNICA EMBARCADA 
 
 
202 
 
 
Figura 7. 10. Acelerómetro piezoeléctrico 
 
Los acelerómetros de uso más extendido contienen en su estructura interna una 
serie de placas capacitivas (Figura 7.11). Algunas de estas placas son fijas; otras se 
encuentran unidas a resortes que se desplazan en función tanto de la dirección como 
de la magnitud de las fuerzas de aceleración aplicadas sobre el sensor. Como estas 
placas se ven sometidas a un movimiento y, por tanto, la distancia y posición entre ellas 
varía, la capacitancia varía. A partir de estos cambios en la capacitancia se puede 
determinar la aceleración 
 
 
Figura 7. 11. Acelerómetro capacitivo 
 
Actualmente la oferta de acelerómetros de bajo coste, que pueden conectarse 
con casi el 100% de los procesadores, es muy amplia. En la Tabla 7.5 se muestran las 
características del acelerómetro triaxial MMA8452Q. 
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𝐼𝑛𝑐𝑙𝑖𝑛𝑎𝑐𝑖ó𝑛 = 𝑎 𝑡𝑎𝑛 (
𝐹𝑥𝑎
𝐹𝑧𝑎
) 
 
(7. 4) 
 
Este tipo de sistemas son útiles para medir inclinaciones basándose en la fuerza 
de la gravedad. Debido a la elevada sensibilidad que presentan, a la influencia de otras 
fuerzas, no pueden ser utilizados si existen otras aceleraciones distintas a la gravedad 
ya que los cálculos, para obtener la inclinación del sistema, serían erróneos. Debido a 
lo expuesto, no se considera viable utilizar un acelerómetro como sistema de medida 
del ángulo de torsión en una prueba dinámica como la que se plantea. 
b) Medida directa a través de un inclinómetro (sensor diferencial) 
Para solucionar el problema indicado en el apartado anterior, se utiliza un sensor 
inercial. 
Un sensor inercial es un sensor que mide aceleración y velocidad angular; se 
utiliza en aplicaciones de captura y análisis de movimiento. Está compuesto por 
acelerómetros que miden la aceleración lineal con la que se mueve el sensor, mediante 
giróscopos que miden la velocidad angular, y por magnetómetros que proporcionan 
información del norte magnético.  
En el prototipo que se propone se utiliza el sistema de sbg systems modelo IG-
500 que presenta las siguientes características (Figura 7.13 y Tabla 7.6): 
 
 
    Figura 7. 13. Sensor inercial (inclinómetro) 
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7.3 Montaje de los sistemas 
7.3.1 Sensor de velocidad por módulo GPS 
En primer lugar, se sueldan los pines en el módulo GPS para poderlo conectar a 
la placa Arduino (Figura 7.14). Este módulo está especialmente diseñado para su uso 
con la placa dado que sus orificios, para la colocación de los pines, se encuentran 
completamente alineados con los pines del Arduino. Después de soldar los pines, se 
conecta el módulo a la placa Arduino y el Arduino al ordenador para poder programar 
en el IDE de Arduino y realizar los ensayos. 
 
 
Figura 7. 14. Módulo electrónico completo (GPS y placa Arduino) 
 
Para utilizar el módulo GPS de forma óptima se utiliza las librerías 
proporcionadas por el fabricante. Dichas librerías cuentan con funciones que permiten 
obtener todas las variables que puede medir el módulo de una manera rápida y sencilla. 
Además, junto con las librerías se incorporan ejemplos para probar y calibrar el sistema.  
Para poder obtener una señal suficientemente buena y una correcta 
triangulación de la señal es necesario conectar con al menos cuatro satélites. Así pues, 
durante los ensayos se debe monitorizar en todo momento el número de satélites a los 
que se tiene acceso para determinar si la medida es válida.  
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7.3.2 Sensor de ángulo por inclinómetro 
Este sensor tiene una única salida tipo LEMO4. Su montaje es sencillo: sólo se 
precisa el cable que acompaña al módulo para conectar el sensor al ordenador. Por 
tanto, este sistema debe ir conectado siempre al ordenador.  
A través del programa se obtienen los valores de la posición del inclinómetro, 
pudiéndose representar en gráficas cada una de las variables a medir (Figura 7.15): 
 
 
Figura 7. 15. Software del inclinómetro 
 
Las variables que se pueden medir son las siguientes: 
 Ángulos de Euler. 
 Cuaternios. 
 Aceleración en los tres ejes. 
 Orientación en los tres ejes. 
 Valor magnético en cada eje. 
 Temperatura. 
 
Para realizar el ensayo, el sensor se debe posicionar en el piso del autobús, 
encima de cada eje. Las mediciones obtenidas se almacenan en el ordenador para 
obtener el ángulo de torsión y poder comparar estos valores con los obtenidos mediante 
las ecuaciones características correspondientes. 
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7.4 Ensayos de validación 
Se debe comprobar por separado el funcionamiento de los sistemas que integran 
la electrónica (GPS, placa electrónica Arduino, inclinómetro). Posteriormente se ha de 
realizar una matriz de ensayos de validación del equipo para comparar las diferencias, 
si existen, entre los ángulos de balanceo calculados por Arduino y los ángulos medidos 
por el inclinómetro.  
En los ensayos a realizar se debe modificar la aceleración lateral, a la que se ve 
sometido el autobús, siguiendo el siguiente protocolo: 
Ensayos con velocidad constante:  
El módulo de GPS debe controlar que los ensayos se realizan a velocidad 
constante. Los radios de curvatura deben ser diferentes para obtener variaciones de la 
aceleración lateral. 
Ensayos con radio de curvatura constante: 
Estos ensayos se deben realizar tomando siempre la misma curva y, por tanto, 
manteniendo el radio de curvatura constante. Se ha de modificar la velocidad con el 
objetivo de obtener variaciones en la aceleración lateral. 
Una validación satisfactoria del prototipo diseñado en esta tesis doctoral 
supondría obtener un equipo con las prestaciones de los sistemas utilizados 
actualmente con un ahorro importante de costes. 
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8 ENSAYOS EN PISTA 
 
Dentro de los trabajos de esta tesis doctoral se han realizado ensayos en 
carretera para analizar el comportamiento de un autocar a su paso por una curva y 
validar las hipótesis y ecuaciones desarrolladas en el capítulo 5, obteniéndose la 
relación entre el ángulo de balanceo y la aceleración lateral para un vehículo real. 
Los ensayos dinámicos se han realizado en vías próximas a las instalaciones de 
la empresa Castrosua en el municipio de Vilagarcía de Arousa (Pontevedra). En la 
Figura 8.1 se muestra el autocar objeto de ensayo. 
 
Figura 8. 1. Autocar objeto de ensayo 
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Las condiciones de realización del ensayo implican las siguientes 
consideraciones: 
 Sólo se dispone de una unidad de medición inercial (IMU, del inglés Inertial 
Measurement Unit) por lo que se decide situarla lo más próxima posible al centro 
de gravedad del autocar. La unidad de medición inercial se utiliza para medir los 
ángulos de balanceo y las aceleraciones. Al disponer de una sola unidad IMU no 
se considera el efecto de la torsión en las ecuaciones del capítulo 5 simplificando 
el modelo a un solo eje. 
 Se asume que en el autocar tanto el centro de gravedad como el centro de 
balanceo están situados transversalmente en su plano medio, es decir, bG= b= 
=0 en las ecuaciones del capítulo 5. 
 No se tiene en cuenta la rigidez lateral del neumático. 
 
De acuerdo con las consideraciones anteriores, el sistema de ecuaciones del 
capítulo 5 queda como sigue: 
∅ =
2 𝑓𝑖
𝐵𝑅
 
 
(8. 1) 
 
𝑁𝑂1 = 𝐾𝑚𝑢𝑒𝑙𝑙𝑒 𝑓𝑖 𝐵𝑅 + 𝐾𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎  ∅ (8. 2) 
 
𝑁𝑂1 = (𝑞 + 𝜌 + ∅) 𝑆 ℎ𝑚 (8. 3) 
 
𝑁02 = 𝐾𝜌  𝜌 (8. 4) 
 
𝑁𝑂2 = (𝜌 + 𝑞)[𝐴 𝑟 + 𝑆 (𝑘 + 𝑟)] + 𝑁𝑂1 (8. 5) 
 
Utilizando las expresiones 8.1, 8.2 y 8.3, se obtiene: 
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𝑁𝑂1 = (  𝐾𝑚𝑢𝑒𝑙𝑙𝑒  
𝐵𝑅
2
2
+ 𝐾𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎) ∅ = (𝑞 + 𝜌 + ∅) 𝑆 ℎ𝑚 
 
(8. 6) 
 
De la expresión 8.6 se deduce ɸ en función de q+ρ 
∅ =
(𝑞 + 𝜌) 𝑆 ℎ𝑚
𝑐𝑡𝑒2 − 𝑆 ℎ𝑚
 
 
(8. 7) 
 
Igualando la expresión 8.4 con la 8.5, se obtiene: 
𝐾𝜌  𝜌 = (𝜌 + 𝑞)[𝐴 𝑟 + 𝑆 (𝑘 + 𝑟)] + (  𝐾𝑚𝑢𝑒𝑙𝑙𝑒  
𝐵𝑅
2
2
+ 𝐾𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎) ∅ 
 
(8. 8) 
 
Por tanto el valor de la aceleración lateral, q, queda definido en función de ρ: 
𝑞 =
𝐾𝜌 − 𝑐𝑡𝑒3
𝑐𝑡𝑒3
 𝜌 
 
(8. 9) 
 
Las constantes mencionadas toman los siguientes valores: 
𝑐𝑡𝑒1 = 𝐴 𝑟 + 𝑆(𝑘 + 𝑟) (8. 10) 
𝑐𝑡𝑒2 = 𝐾𝑚𝑢𝑒𝑙𝑙𝑒
𝐵𝑅
2
2
+ 𝐾𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎 
 
(8. 11) 
𝑐𝑡𝑒3 = 𝑐𝑡𝑒1 + 𝑐𝑡𝑒2
𝑆 ℎ𝑚
𝑐𝑡𝑒2 − 𝑆 ℎ𝑚
 
 
(8. 12) 
 
En la Tabla 8.1 se incluyen los parámetros considerados para el autocar 
ensayado y, aplicando las ecuaciones anteriores, se obtiene la relación teórica 
entre el ángulo de balanceo y la aceleración lateral (Figura 8.2). 
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El gráfico de la Figura 8.2 caracteriza, de forma genérica, el comportamiento a 
balanceo de la suspensión del autocar. Para aceleraciones laterales nulas se obtiene 
un balanceo nulo que se incrementa, con un comportamiento de rigidez constante o 
creciente, hasta el punto donde se produce el vuelco del autocar.  
En la realidad, una vez se alcanza el tope de compresión de la suspensión de 
una rueda, la rigidez aumenta hasta llegar al tope de extensión de la otra rueda del 
mismo eje. Es decir, la aceleración límite de vuelco real alcanza valores más altos que 
el representado en la figura. 
De la relación teórica entre aceleración lateral y ángulo de balanceo (Figura 8.2) 
se puede deducir la relación que existe entre la velocidad del autocar y el ángulo de 
balanceo para un radio de curva dado. En la Figura 8.3 se recoge esta relación para una 
de las rotondas ensayadas de radio igual a 12 m. 
 
 
Figura 8. 3. Ángulo de balanceo teórico en rotonda de radio 12m.  
 
  
CAPÍTULO 8. ENSAYOS EN PISTA 
 
 
216 
 
8.1 Equipos 
Para la realización de los ensayos de esta tesis se han utilizado los siguientes 
equipos del Departamento de ingeniería mecánica de la UC3M y de la empresa 
Castrosua: 
 Sensor por GPS para medida de velocidad, aceleraciones y ángulos mediante VBOX-
3i-SL100H. Incorpora: 
 GPS diferencial 
 Dos antenas para ángulo de guiñada, cabeceo y balanceo 
 Dos salidas analógicas (16 bits) 
 Dos salidas digitales (24bits) 
 Cuatro entradas analógicas 
 Dos puertos CAN 
 Un puerto serie USB 
 Entrada digital para trigger 
 Unidad Inercial RLVBIMU03- IP65 incluyendo cable RLCAB030-S configuración serie 
+ alimentación y RLCAB005-CS comunicación CAN  
 Acelerómetros, amplificadores y unidad de registro 
 
8.1.1 VBOX 
El equipo utilizado en el ensayo, VBOX 3i, es el producto más avanzado de la 
gama VBOX. La incorporación de un avanzado GPS/GLONASS permite registrar todos 
los datos de la dinámica del autobús en tiempo real, con gran precisión y a una 
frecuencia de muestreo de 100 datos por segundo. 
La posibilidad de integrar varios módulos al equipo principal, como el IMU (Figura 
8.4), o su conectividad mediante USB o Bluetooth, lo convierten en un equipo muy 
versátil. Éste equipo integra un procesamiento de datos basado en Filtros de Kalman 
para mejorar los datos leídos por los distintos sensores en tiempo real, aumentando la 
calidad de las medidas.  
 
 
CAPÍTULO 8. ENSAYOS EN PISTA 
 
 
217 
 
 
 
Figura 8. 4. IMU (Inertial Measurement Unit) 
 
El IMU permite obtener de manera precisa parámetros como ángulos de 
balanceo (Roll), guiñada (Yaw) o cabeceo (Pitch). El sistema inercial o IMU se basa en 
la navegación inercial, obteniendo valores corregidos en las zonas en las que las 
antenas de VBOX no acceden a suficientes satélites. 
VBOX dispone de un software específico denominado VBOX TOOLS que 
permite el procesamiento y análisis de los datos recogidos (Figura 8.5). 
 
 
Figura 8. 5. Procesamiento de datos con VBOX 
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En la Figura 8.6 se indican las distintas conexiones del equipo para la recepción 
y salida de datos. 
 
ENTRADAS SALIDAS 
 
 
 
Figura 8. 6. Entradas y salidas del equipo VBOX 
 
Los datos que recoge el equipo son: posición, velocidad, aceleraciones y ángulos 
en los tres ejes coordenados. En la Figura 8.7 se muestra la instalación de las antenas 
que incorpora el equipo para posicionamiento por GPS. 
 
Figura 8. 7. Antenas del VBOX para posicionamiento por GPS 
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8.2 Resultados de los ensayos dinámicos 
Se analiza el comportamiento lateral del autocar para diferentes tipos de 
trayectorias: circulación en rotonda, cambio de carril y curva en carretera (Figuras 8.8 a 
8.10). 
A continuación, se muestran las velocidades, ángulos de balanceo y aceleración 
lateral obtenida en cada uno de los tipos de ensayo: 
 Circulación en rotonda: Figuras 8.11 a 8.13 
 Cambio de carril: Figuras 8.14 a 8.16 
 Curva en carretera: Figuras 8.17 a 8.19 
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          Figura 8. 8. Ensayo rotonda 023_R23. Radio curvatura 12 m. 
 
 
Figura 8. 9. Ensayo cambio de carril 003_CC1. Radio curvatura 20,3 m. 
 
 
 
Figura 8. 10. Ensayo curva en carretera C3_025. Radio curvatura 121 m. 
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Figura 8. 11. Ensayo en rotonda 023_R23. Velocidad 
 
 
Figura 8. 12. Ensayo en rotonda 023_R23. Ángulo de balanceo 
 
 
 
Figura 8. 13. Ensayo en rotonda 023_R23. Aceleración Lateral 
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Figura 8. 14. Ensayo de cambio de carril 003_CC1. Velocidad. 
 
 
Figura 8. 15. Ensayo de cambio de carril 003_CC1. Ángulo de balanceo 
 
 
Figura 8. 16. Ensayo de cambio de carril 003_CC1. Aceleración Lateral 
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Figura 8. 17. Ensayo de curva en carretera C3_025. Velocidad 
 
 
Figura 8. 18. Ensayo de curva en carretera C3_025. Ángulo de balanceo 
 
 
Figura 8. 19. Ensayo de curva en carretera C3_025. Aceleración Lateral 
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Como se puede observar en las anteriores figuras (Figuras 8.8 a 8.19), tanto en 
el ensayo de cambio de carril como en el ensayo de curva en carretera se obtienen unos 
ángulos de balanceo y aceleraciones laterales poco significativas. Esto se debe a que 
en el ensayo de cambio de carril se circula a muy baja velocidad (15 km/h) y en el ensayo 
de curva en carretera, la velocidad no es suficientemente alta (60 km/h) para el elevado 
radio de giro de la curva (121 m). El ensayo más representativo de los realizados es el 
correspondiente a la rotonda de radio 12 m que permite obtener la relación experimental 
entre la aceleración lateral y ángulo de balanceo para el autocar objeto del ensayo 
(Figura 8.20). 
 
 
Figura 8. 20 Relación aceleración lateral - ángulo de balanceo  
 
De la Figura 8.20 se extraen las siguientes conclusiones:  
Tanto el modelo teórico como los datos medidos tienen un comportamiento lineal con 
pendiente constante. La aceleración lateral medida en el ensayo presenta un ligero 
sesgo de 0,2 g, dado que para ángulos de balanceo nulos debería tomar un valor nulo. 
Se ha incluido en la figura la corrección de este sesgo (VBOX corregido), y utilizando 
mínimos cuadrados, la línea recta que mejor se ajusta a los datos medidos (Regresión 
lineal). 
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En la Figura 8.21 se compara el modelo teórico presentado al inicio de este 
capítulo y representado en la Figura 8.2 con la recta de regresión lineal de los datos 
medidos, observándose que la pendiente de los datos medidos es menor que la 
pendiente del modelo teórico y que los ensayos se han realizado a una velocidad que 
proporciona un elevado coeficiente de seguridad frente al vuelco del autocar.  
 
 
Figura 8. 21. Comparación medidas ensayo y modelo teórico 
 
Las posibles causas para explicar la discrepancia entre las pendientes de los 
datos medidos y la pendiente del modelo teórico son las siguientes: 
 Causas asociadas al protocolo utilizado para la realización del ensayo: sistema 
de fijación de los equipos al vehículo e incertidumbre de los equipos de medida 
 Parámetros de diseño del autocar (Tabla 8.1) considerados en el modelo teórico 
 
Para evaluar el efecto de los parámetros de diseño del autocar se realiza el 
análisis de sensibilidad que aparece en la Tabla 8.2 y que permite identificar los 
parámetros que más impactan a la relación de la aceleración lateral con el ángulo de 
balanceo. 
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Figura 8. 22. Impacto en la pendiente de la recta de aceleración lateral frente al 
balanceo 
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9 CONCLUSIONES 
 
 
 
En la presente tesis doctoral se concluye que el diseño de la estructura de la 
carrocería y la elección del sistema de suspensión son factores primordiales para 
determinar el valor de la rigidez a la torsión. 
Se propone una metodología experimental para evaluar la rigidez a torsión de la 
carrocería, por tramos (dependiendo del tipo de vehículo) y globalmente. Se confirma 
que los voladizos trasero y delantero afectan considerablemente al valor de la rigidez 
torsional, y que el eje de torsión no coincide con el eje de simetría longitudinal del 
vehículo 
Se ha analizado la energía potencial acumulada durante la torsión de un autocar 
observándose su distribución a lo largo de la longitud del vehículo. Se ha comprobado 
que la distribución de carga en el vehículo y la relación de pesos entre los ejes afectan 
significativamente a la acumulación de la energía potencial.  
Se ha comprobado que la energía potencial acumulada durante la torsión 
refuerza el efecto estabilizador de la suspensión. Esto se debe a que la estructura del 
autocar devuelve dicha energía cuando cesan las solicitaciones que han provocado la 
torsión (fuerza centrífuga y/o rugosidad de la calzada). Este efecto conlleva que la 
carrocería asiente más sobre la calzada aumentando con esto el límite de vuelco del 
autocar. Por tanto, se concluye que la determinación de la energía potencial acumulada 
durante la torsión es un factor a tener en cuenta en el diseño de nuevos autocares. 
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Se ha planteado un modelo matemático que representa la dinámica lateral de un 
autobús a su paso por curva. El modelo considera un par torsor que liga dos modelos 
de vuelco planos; uno representa un modelo plano de estabilidad lateral para el eje 
delantero y el otro modelo el mismo fenómeno para el eje trasero. Se ha validado dicho 
modelo mediante ensayos en carretera comprobándose que las ecuaciones de dinámica 
lateral basadas en un modelo plano son suficientes para abordar el comportamiento en 
curva de autobuses y autocares. Se ha realizado un análisis de sensibilidad para 
determinar los parámetros más significativos que afectan al ángulo de balanceo del 
autocar, concluyendo que estos son: la separación entre fuelles neumáticos y su rigidez, 
el peso de la masa suspendida y la cota del centro de gravedad respecto al centro de 
balanceo. 
Se han analizado los parámetros influyentes para la determinación del límite de 
vuelco. Se ha detallado cómo contribuye cada uno de ellos en el factor de estabilidad 
de un autobús. Se ha demostrado que la rigidez a torsión del autobús constituye un 
parámetro de seguridad frente al vuelco. 
Se ha realizado el diseño conceptual de una electrónica embarcada que, provista 
de sensores de reducido coste, permita determinar en tiempo real los parámetros que 
caracterizan el comportamiento en curva de un vehículo. Se han iniciado los primeros 
trabajos con un prototipo para reducir los costes de los ensayos. 
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10  DESARROLLOS FUTUROS 
 
 
 
Validado el modelo propuesto en esta tesis, se propone como desarrollo futuro 
estudiar las siguientes nuevas líneas de investigación: 
 
 Determinar las incertidumbres de los parámetros empleados en las 
ecuaciones de la dinámica lateral del autobús para obtener, mediante una 
simulación de Montecarlo, la función de distribución de probabilidad del límite 
de vuelco. 
 
 Completar el prototipo del sistema electrónico embarcado mejorando el 
sistema de procesamiento y el análisis de datos. 
 
 Explicitar criterios de diseño de estructuras de autobuses con base en la 
energía potencial acumulada durante los estados de carga que generan 
torsión. 
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ANEXO I 
 
 
En la figura AI.1 se muestra la estructura seguida para la programación en 
MATLAB. Desde el programa "general_modelo_A1_dos_ejes" se realizan las siguientes 
acciones: 
1) Se definen los parámetros INPUTS iniciales con sus descripciones. 
2) Se definen los OUTPUTS con sus descripciones. 
3) Se realiza una primera llamada a "Modelo_A1_dos_ejes" con los parámetros 
de entrada del punto 1) con objeto de confirmar que la solución del sistema es adecuada. 
4) Finalmente se realizan las llamadas a dos tipos de simulaciones: 
 Las univariantes (Camino 1 rojo), en las que se varía el rango de un solo 
INPUT y se observan los efectos producidos sobre la solución. 
 Las bivariantes (Camino 2 azul), en las que se varía el rango de dos 
INPUTS simultáneamente y se observan los efectos producidos sobre la 
solución. 
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General_modelo_A1_dos_ejes 
%* Apuntamos al Proyecto 
path_raiz = 'C:\Personal_2\Tesis_Ana'; 
path_codigo = [path_raiz '\mfiles']; 
addpath(path_codigo); 
  
% Parámetros 
% Br = 1600; %en mm 
% Kmuelle = 300000; %en N/m 
% Ps = 6000; % en Kg 
% hm = 680; %en mm 
% Cn = 1.33*1000000; %en Nm 
% Pns = 1000; %en Kg 
% r = 500; %en mm 
% k = 250; %en mm 
% Z = 1;  
% Cl= 25; %en Kg/mm 
% b = 0; %en mm 
% bg = 0; %en mm 
% B = 2100; %en mm 
  
%struct valores INPUTS 
field1 = 'Br';  value1 = 1600; 
field2 = 'Kmuelle';  value2 = 300000; 
field3 = 'Ps';  value3 = 6000; 
field4 = 'hm';  value4 = 680; 
field5 = 'Cn';  value5 = 1.33*1000000; 
field6 = 'Pns';  value6 = 1000; 
field7 = 'r';  value7 = 500; 
field8 = 'k';  value8 = 250; 
field9 = 'Z';  value9 = 1; 
field10 = 'Cl';  value10 = 25; 
field11 = 'b';  value11 = 0; 
field12 = 'bg';  value12 = 0; 
field13 = 'B';  value13 = 2100; 
  
field14 = 'Kbarra';  value14 = 49027; 
field15 = 'PsT';  value15 = 6000; 
field16 = 'hmT';  value16 = 1000; 
field17 = 'PnsT';  value17 = 1000; 
field18 = 'kT';  value18 = 250; 
field19 = 'KT';  value19 = 2.332*10^6; 
  
  
IN = 
struct(field1,value1,field2,value2,field3,value3,field4,value4,field5,value5,field6,valu
e6,... 
    
field7,value7,field8,value8,field9,value9,field10,value10,field11,value11,field12,value1
2,field13,value13,... 
    
field14,value14,field15,value15,field16,value16,field17,value17,field18,value18,field19,
value19); 
  
clear field1 field2 field3 field4 field5 field6 field7 field8 field9 field10 
field11 field12 field13... 
      field14 field15 field16 field17 field18 field19; 
clear value1 value2 value3 value4 value5 value6 value7 value8 value9 value10 
value11 value12 value13... 
      value14 value15 value16 value17 value18 value19; 
  
%struct descripciones INPUTS 
field1 = 'Br';  desc1 = 'Separacion entre fuelles neumáticos (mm)'; 
field2 = 'Kmuelle';  desc2 = 'Valor de la cte del muelle (N/m)'; 
field3 = 'Ps';  desc3 = 'Peso suspendido (Kg)'; 
field4 = 'hm';  desc4 = 'Distancia vertical hasta centro gravedad (mm)'; 
field5 = 'Cn';  desc5 = 'Rigidez al balanceo del neumático (Nm/rad)'; 
field6 = 'Pns';  desc6 = 'Peso no suspendido (Kg)'; 
field7 = 'r';  desc7 = 'radio del neumatico (mm)'; 
field8 = 'k';  desc8 = 'Distancia vert. del centro de balanceo O1 sobre el eje 
(Mm)'; 
field9 = 'Z';  desc9 = 'Sin descripcion'; 
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field10 = 'Cl';  desc10 = 'Rigidez lateral del neumático (Kg/mm)'; 
field11 = 'b';  desc11 = 'Distancia horiz. del centro de balanceo O1 al plano long. 
(mm)'; 
field12 = 'bg';  desc12 = 'Distancia horiz. del centro de gravedad al plano 
long.(mm)'; 
field13 = 'B';  desc13 = 'Ancho de vía (mm)'; 
  
field14 = 'Kbarra';  desc14 ='Barra estabilizadora (Nm/rad)'; 
field15 = 'PsT';  desc15 = 'Peso suspendido(T)(Kg)'; 
field16 = 'hmT';  desc16 = 'Distancia vertical hasta centro gravedad(T) (mm)'; 
field17 = 'PnsT';  desc17 = 'Peso no suspendido(T) (Kg)'; 
field18 = 'kT';  desc18 = 'Distancia vert. del centro de balanceo O1 sobre el 
eje(T) (Mm)'; 
field19 = 'KT';  desc19 = 'Rigidez de torsion del autobus(T) (Nm/rad)'; 
  
IN_DES = 
struct(field1,desc1,field2,desc2,field3,desc3,field4,desc4,field5,desc5,field6,desc6,... 
    
field7,desc7,field8,desc8,field9,desc9,field10,desc10,field11,desc11,field12,desc12,fiel
d13,desc13,... 
    
field14,desc14,field15,desc15,field16,desc16,field17,desc17,field18,desc18,field19,desc1
9); 
  
clear field1 field2 field3 field4 field5 field6 field7 field8 field9 field10 
field11 field12 field13... 
      field14 field15 field16 field17 field18 field19; 
clear desc1 desc2 desc3 desc4 desc5 desc6 desc7 desc8 desc9 desc10 desc11 desc12 
desc13... 
      desc14 desc15 desc16 desc17 desc18 desc19; 
  
%struct OUTPUTS 
field1 = 'fi';  desc1 = 'Distancia alargamiento fuelle desde interior de curva(mm)'; 
field2 = 'phi';  desc2 = 'Angulo girado por masa suspendida (rad)'; 
field3 = 'rho';  desc3 = 'Angulo girado por eje de ruedas (rad)'; 
field4 = 'M01';  desc4 = 'Momento ejercido por suspension sobre caja (Nm)'; 
field5 = 'M02';  desc5 = 'Momento ejercido por neumaticos (Nm)'; 
field6 = 'fiT';  desc6 = 'Distancia alargamiento fuelle desde interior de 
curva(T)(mm)'; 
field7 = 'phiT';  desc7 = 'Angulo girado por masa suspendida(T)(rad)'; 
field8 = 'rhoT';  desc8 = 'Angulo girado por eje de ruedas(T)(rad)'; 
field9 = 'M01T';  desc9 = 'Momento ejercido por suspension sobre caja(T)(Nm)'; 
field10 = 'M02T';  desc10 = 'Momento ejercido por neumaticos(T)(Nm)'; 
field11 = 'q';  desc11 = 'Aceleracion lateral (g)'; 
  
OUT = 
struct(field1,desc1,field2,desc2,field3,desc3,field4,desc4,field5,desc5,field6,desc6,... 
             
field7,desc7,field8,desc8,field9,desc9,field10,desc10,field11,desc11); 
  
clear field1 field2 field3 field4 field5 field6 field7 field8 field9 field10 
field11; 
clear desc1 desc2 desc3 desc4 desc5 desc6 desc7 desc8 desc9 desc10 desc11; 
  
%Modelo A1 
S = Modelo_A1_dos_ejes(IN); 
  
%Export resultados 
SALIDA = [fields(OUT) struct2cell(OUT) cellstr(num2str(S))]; 
SALIDA_IN = [fields(IN_DES) struct2cell(IN_DES) struct2cell(IN)]; 
  
%********************** ANALISIS DE SENSIBILIDAD: UNIVARIANTE 
**************************** 
  
%1) Br: Separación entre fuelles neumáticos (mm). Rango: 500-2000 
path_resultados = [path_raiz '\Resultados\A1_dos_ejes\Br']; 
[T_Solucion_Sensitividad_Br] = 
simulacion_modelo_A1_dos_ejes(IN,IN_DES,'Br',500,2000,10,OUT,path_resultados); 
  
%2) B: Ancho de vía (mm) Rango: 1000-4000 
path_resultados = [path_raiz '\Resultados\A1_dos_ejes\B']; 
[T_Solucion_Sensitividad_B] = 
simulacion_modelo_A1_dos_ejes(IN,IN_DES,'B',1000,4000,10,OUT,path_resultados); 
  
ANEXO 
 
 
263 
 
%3) HmT: Distancia vertical hasta centro gravedad (T) (mm): 0-3000 
path_resultados = [path_raiz '\Resultados\A1_dos_ejes\hmT']; 
[T_Solucion_Sensitividad_hmT] = 
simulacion_modelo_A1_dos_ejes(IN,IN_DES,'hmT',0,3000,20,OUT,path_resultados); 
  
%4) kT: Distancia vert. Centro balanceo O1 sobre el eje (T) (mm): -300 a 500 
path_resultados = [path_raiz '\Resultados\A1_dos_ejes\kT']; 
[T_Solucion_Sensitividad_kT] = simulacion_modelo_A1_dos_ejes(IN,IN_DES,'kT',-
300,500,10,OUT,path_resultados); 
  
%5) bg: Distancia horiz. Centro gravedad al plano long. (mm): -1000 a 1000 
path_resultados = [path_raiz '\Resultados\A1_dos_ejes\bg']; 
[T_Solucion_Sensitividad_bg] = simulacion_modelo_A1_dos_ejes(IN,IN_DES,'bg',-
1000,1000,20,OUT,path_resultados); 
  
%6) PsT: Peso suspendido trasero (T) (Kg): 2000-10000 
path_resultados = [path_raiz '\Resultados\A1_dos_ejes\PsT']; 
[T_Solucion_Sensitividad_PsT] = 
simulacion_modelo_A1_dos_ejes(IN,IN_DES,'PsT',2000,10000,100,OUT,path_resultados); 
  
%7) KT: Rigidez de torsión del autobus (Nm/rad): 500000 a 5000000 
path_resultados = [path_raiz '\Resultados\A1_dos_ejes\KTorsion']; 
[T_Solucion_Sensitividad_KT] = 
simulacion_modelo_A1_dos_ejes(IN,IN_DES,'KT',500000,5000000,50000,OUT,path_resultados); 
  
%8) Cn: Rigidez al balanceo del neumático (N/m): 0 a 2000000 
path_resultados = [path_raiz '\Resultados\A1_dos_ejes\Cn']; 
[T_Solucion_Sensitividad_Cn] = 
simulacion_modelo_A1_dos_ejes(IN,IN_DES,'Cn',0,2000000,100000,OUT,path_resultados); 
  
%9) Cl: Rigidez lateral del neumático (Kg/mm): 0-100 
path_resultados = [path_raiz '\Resultados\A1_dos_ejes\Cl']; 
[T_Solucion_Sensitividad_Cl] = 
simulacion_modelo_A1_dos_ejes(IN,IN_DES,'Cl',0,100,5,OUT,path_resultados); 
  
%10) Kmuelle: Rigidez de la suspensión (N/m): 100000 a 1000000 
path_resultados = [path_raiz '\Resultados\A1_dos_ejes\Kmuelle']; 
[T_Solucion_Sensitividad_Kmuelle] = 
simulacion_modelo_A1_dos_ejes(IN,IN_DES,'Kmuelle',100000,1000000,10000,OUT,path_resultad
os); 
  
%11) Kbarra: Rigidez barra estabilizadora (Nm/rad): 0 a 100000 
path_resultados = [path_raiz '\Resultados\A1_dos_ejes\Kbarra']; 
[T_Solucion_Sensitividad_Kbarra] = 
simulacion_modelo_A1_dos_ejes(IN,IN_DES,'Kbarra',0,100000,2000,OUT,path_resultados); 
  
%********************** ANALISIS DE SENSIBILIDAD: BIVARIANTE 
**************************** 
  
%1) Ps y PsT simultáneamente (Kg). Rangos: Ps entre 2000 y 10000, PsT entre 2000 
y 10000 
path_resultados = [path_raiz '\Resultados\A1_dos_ejes\Ps_PsT']; 
[T_Solucion_Sensitividad_Br] = 
simulacion_modelo_A1_dos_ejes_biv(IN,IN_DES,'Ps',2000,10000,500,'PsT',2000,10000,500,OUT
,path_resultados,1); 
  
%2) kT y hmT=1250-kT simultáneamente (mm). Rangos: kT entre -300 y 500, hmT entre 
750 y 950     
path_resultados = [path_raiz '\Resultados\A1_dos_ejes\kT_hmT']; 
[T_Solucion_Sensitividad_Br] = simulacion_modelo_A1_dos_ejes_biv(IN,IN_DES,'kT',-
300,500,5,'hmT',0,0,0,OUT,path_resultados,2); 
 
 
Modelo_A1_dos_ejes 
function [OUT] = Modelo_A1(INPUTS)  
  
    M=[]; 
    INPUTS_aux=INPUTS; 
  
    %Matriz del sistema lineal simplificado 
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    M(1,1) = 2; 
    M(1,2) = -INPUTS_aux.Br; 
  
    M(2,1) = (INPUTS_aux.Kmuelle/1000)*INPUTS_aux.Br*0.001; 
    M(2,2) = INPUTS_aux.Kbarra; 
    M(2,4) = -1; 
  
    M(3,2) = INPUTS_aux.Ps*9.81*INPUTS_aux.hm*0.001-INPUTS_aux.KT; 
    M(3,3) = INPUTS_aux.Ps*9.81*INPUTS_aux.hm*0.001-INPUTS_aux.KT; 
    M(3,4) = -1; 
    M(3,7) = INPUTS_aux.KT; 
    M(3,8) = INPUTS_aux.KT; 
    M(3,11) = INPUTS_aux.Ps*9.81*INPUTS_aux.hm*0.001; 
  
    M(4,3) = INPUTS_aux.Cn; 
    M(4,5) = -1; 
  
    M(5,3) = 
(INPUTS_aux.Pns*INPUTS_aux.r+INPUTS_aux.Ps*(INPUTS_aux.k+INPUTS_aux.r))*9.81*0.001; 
    M(5,4) = 1; 
    M(5,5) = -1; 
    M(5,11) = 
(INPUTS_aux.Pns*INPUTS_aux.r+INPUTS_aux.Ps*(INPUTS_aux.k+INPUTS_aux.r))*9.81*0.001; 
  
    M(6,6) = 2; 
    M(6,7) = -INPUTS_aux.Br; 
  
    M(7,6) = (INPUTS_aux.Kmuelle/1000)*INPUTS_aux.Br*0.001; 
    M(7,9) = -1; 
  
    M(8,2) = INPUTS_aux.KT; 
    M(8,3) = INPUTS_aux.KT; 
    M(8,7) = INPUTS_aux.PsT*9.81*INPUTS_aux.hmT*0.001-INPUTS_aux.KT; 
    M(8,8) = INPUTS_aux.PsT*9.81*INPUTS_aux.hmT*0.001-INPUTS_aux.KT; 
    M(8,9) = -1; 
    M(8,11) = INPUTS_aux.PsT*9.81*INPUTS_aux.hmT*0.001; 
  
    M(9,8) = INPUTS_aux.Cn; 
    M(9,10) = -1; 
  
    M(10,8) = 
(INPUTS_aux.PnsT*INPUTS_aux.r+INPUTS_aux.PsT*(INPUTS_aux.kT+INPUTS_aux.r))*9.81*0.001; 
    M(10,9) = 1; 
    M(10,10) = -1; 
    M(10,11) = 
(INPUTS_aux.PnsT*INPUTS_aux.r+INPUTS_aux.PsT*(INPUTS_aux.kT+INPUTS_aux.r))*9.81*0.001; 
  
    M(11,10) = -1; 
    M(11,11) = -
(INPUTS_aux.PsT+INPUTS_aux.PnsT)*(INPUTS_aux.PsT+INPUTS_aux.PnsT)*0.001/(INPUTS_aux.Z*IN
PUTS_aux.Cl); 
  
  
    %Vector término independiente 
    V =[0;0;INPUTS_aux.Ps*(INPUTS_aux.b-INPUTS_aux.bg)*9.81*0.001;0;-
INPUTS_aux.Ps*INPUTS_aux.b*9.81*0.001;... 
        0;0;INPUTS_aux.PsT*(INPUTS_aux.b-INPUTS_aux.bg)*9.81*0.001;0;-
INPUTS_aux.PsT*INPUTS_aux.b*9.81*0.001;... 
        -(INPUTS_aux.PsT+INPUTS_aux.PnsT)*0.5*INPUTS_aux.B*9.81*0.001]; 
  
    %Vector solución del sistema 
    S =inv(M)*V; 
  
  
    OUT = S; 
  
end 
 
simulacion_modelo_A1_dos_ejes 
ANEXO 
 
 
265 
 
function [OUT] = 
simulacion_modelo_A1_dos_ejes(IN,IN_DES,param_sens,valor_ini,valor_fin,step,OUT,path_r)  
  
IN_aux = IN; 
IN_DES_aux = IN_DES; 
Solucion = []; 
OUT_aux = OUT; 
  
%rango_sim = [valor_ini:step:valor_fin]; 
if isfield(IN_aux, param_sens) 
         
    for i=valor_ini:step:valor_fin 
        
        IN_aux.(param_sens) = i; 
         
        %Resolucion Sistema 
        S = Modelo_A1_dos_ejes(IN_aux); 
  
        %Outputs 
        %Incognitas_lbl = [{'fi','phi','rho','M01','M02','q'}]; 
        C_OUT_aux = fieldnames(OUT_aux)'; 
        %n_incognitas = size(Incognitas_lbl); 
        Solucion = [Solucion;S'];  
         
    end 
        
else 
    result = 0; 
end      
  
C_Valores_sensitividad = num2cell([valor_ini:step:valor_fin])';  
C_Solucion=num2cell(Solucion); 
C_Solucion=[C_Valores_sensitividad C_Solucion]; 
C_param_sensitividad = cellstr(param_sens); 
%C_variables = [C_param_sensitividad Incognitas_lbl]; 
C_variables = [C_param_sensitividad C_OUT_aux]; 
T_Solucion = cell2table(C_Solucion,'VariableNames', C_variables); 
C_Names=T_Solucion.Properties.VariableNames; 
  
graficos_simulacion_modelo_A1_dos_ejes(T_Solucion,C_param_sensitividad,IN_DES_aux
,C_Names,valor_ini,valor_fin,step,OUT_aux,path_r) 
  
%Incluimos descripción del Análisis en la tabla 
desc_analisis = ['Analisis_Sensibilidad','_', 
char(C_param_sensitividad),'_',num2str(valor_ini),'_',num2str(valor_fin),'_A1_dos_ejes_'
,datestr(now,30)]; 
n_T_Solucion = height(T_Solucion); 
C_desc_analisis = repmat(cellstr(desc_analisis),n_T_Solucion,1);  
T_desc_analisis = 
cell2table(C_desc_analisis,'VariableNames',{'Descripcion_Analisis'}); 
T_Solucion = [T_Solucion T_desc_analisis]; 
  
%Export Table 
file = [path_r ,'\', 
char(C_param_sensitividad),'_',num2str(valor_ini),'_',num2str(valor_fin),'_A1_dos_ejes_'
,datestr(now,30),'.xls']; 
writetable(T_Solucion,file); 
  
  
OUT = T_Solucion; 
  
end  
graficos_simulacion_modelo_A1 
function 
graficos_simulacion_modelo_A1(T_IN,p_sens,IN_DES_aux,column_names,v_ini,v_fin,stp,OUT_au
x,path_r) 
  
%n = size(fields(OUT_aux)); 
%C_OUT_aux = fieldnames(OUT_aux); 
  
%Dibujo los campos de la tabla (2 hasta end) 
var_out = column_names(2:end); 
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[m,n] = size(var_out); 
  
    for i=1:n 
  
        % Variable y 
        v = var_out(i); 
        des = char(v); 
        des_v = OUT_aux.(des) 
         
         
        % Valores x,y 
        x = cell2mat(table2cell(T_IN(:,p_sens))); 
        y = cell2mat(table2cell(T_IN(:,v))); 
         
        % Descripcion parametro 
        param = char(p_sens); 
        des_x = IN_DES_aux.(param); 
                
        % Titulo 
        c_titulo = ['Sensibilidad: ', des, ' vs ' param, '. Rango: ' num2str(v_ini) 
, '-', num2str(v_fin)];  
        titulo = char(c_titulo); 
        
        figure('Color', 'white') 
        plot(x,y,'LineWidth',1) 
        title(titulo, 
'FontName','Arial','FontSize',11,'FontWeight','bold','Color','black');  
        %xlabel([p_sens ' (' des_x 
')'],'FontName','Arial','FontSize',10,'Color','black');  
        %ylabel([v ' (' des_v 
')'],'FontName','Arial','FontSize',10,'Color','black');  
        xlabel(sprintf(des_x),'FontSize',11,'FontWeight','bold','Color','black'); 
        ylabel(sprintf(des_v),'FontSize',11,'FontWeight','bold','Color','black'); 
         
        file = [path_r ,'\', 
des,'_',param,'_',num2str(v_ini),'_',num2str(v_fin),'_A1_dos_ejes_',datestr(now,30),'.bm
p']; 
         
        %saveas(figure(i),['C:\David\Personal_2\Proyecto_Ana\Resultados\',file]); 
        saveas(gcf,file); 
        close;  
  
    end     
     
   
  
end 
  
 
 
simulacion_modelo_A1_dos_ejes_biv 
function [OUT] = 
simulacion_modelo_A1_dos_ejes_biv(IN,IN_DES,param_sens,valor_ini,valor_fin,step,param_se
ns2,valor_ini2,valor_fin2,step2,OUT,path_r,tipo)  
  
IN_aux = IN; 
IN_DES_aux = IN_DES; 
Solucion = []; 
OUT_aux = OUT; 
  
if isfield(IN_aux, param_sens) & isfield(IN_aux, param_sens2) 
     
    switch tipo 
    case 1 %Ps y PsT 
  
         for i=valor_ini:step:valor_fin 
  
            IN_aux.(param_sens) = i; 
  
            for j=valor_ini2:step2:valor_fin2 
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                IN_aux.(param_sens2) = j; 
                 
                %Resolucion Sistema 
                S = Modelo_A1_dos_ejes(IN_aux); 
  
                %Outputs 
                C_OUT_aux = fieldnames(OUT_aux)'; 
                S = [IN_aux.(param_sens) IN_aux.(param_sens2) S']; 
                Solucion = [Solucion;S];  
  
            end 
         end    
          
    case 2 %kT y HmT=1250-kT 
         
         for i=valor_ini:step:valor_fin 
  
            IN_aux.(param_sens) = i; 
            IN_aux.(param_sens2) = 1250-IN_aux.(param_sens); 
             
            %Resolucion Sistema 
            S = Modelo_A1_dos_ejes(IN_aux); 
  
            %Outputs 
            C_OUT_aux = fieldnames(OUT_aux)'; 
            S = [IN_aux.(param_sens) IN_aux.(param_sens2) S']; 
            Solucion = [Solucion;S];  
  
  
         end    
         
    end       
     
%C_Valores_sensitividad = num2cell([valor_ini:step:valor_fin])';  
%C_Valores_sensitividad2 = num2cell([valor_ini2:step2:valor_fin2])';  
C_Solucion=num2cell(Solucion); 
%C_Solucion=[C_Valores_sensitividad C_Solucion]; 
C_param_sensitividad = [cellstr(param_sens) cellstr(param_sens2)]; 
%C_variables = [C_param_sensitividad Incognitas_lbl]; 
C_variables = [C_param_sensitividad C_OUT_aux]; 
T_Solucion = cell2table(C_Solucion,'VariableNames', C_variables); 
C_Names=T_Solucion.Properties.VariableNames; 
  
graficos_simulacion_modelo_A1_dos_ejes_biv(T_Solucion,C_param_sensitividad,IN_DES
_aux,C_Names,OUT_aux,path_r) 
  
%Incluimos descripción del Análisis en la tabla 
desc_analisis = ['Analisis_Sensibilidad Bivariante','_', 
char(C_param_sensitividad(1)),'_',char(C_param_sensitividad(2)),'_A1_dos_ejes_',datestr(
now,30)]; 
n_T_Solucion = height(T_Solucion); 
C_desc_analisis = repmat(cellstr(desc_analisis),n_T_Solucion,1);  
T_desc_analisis = 
cell2table(C_desc_analisis,'VariableNames',{'Descripcion_Analisis'}); 
T_Solucion = [T_Solucion T_desc_analisis]; 
  
%Export Table 
file = [path_r ,'\', 
char(C_param_sensitividad(1)),'_',char(C_param_sensitividad(2)),'_A1_dos_ejes_',datestr(
now,30),'.xls']; 
writetable(T_Solucion,file); 
  
  
OUT = T_Solucion; 
  
else 
    result = 0; 
end      
  
end  
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graficos_simulacion_modelo_A1_biv 
function 
graficos_simulacion_modelo_A1_biv(T_IN,p_sens,IN_DES_aux,column_names,OUT_aux,path_r) 
  
%n = size(fields(OUT_aux)); 
%C_OUT_aux = fieldnames(OUT_aux); 
  
%Dibujo los campos de la tabla (2 hasta end) 
var_out = column_names(3:end); 
[m,n] = size(var_out); 
  
    for i=1:n 
  
        % Variable y 
        v = var_out(i); 
        des = char(v); 
        des_v = OUT_aux.(des) 
         
         
        % Valores x,y,z 
        x = cell2mat(table2cell(T_IN(:,p_sens(1)))); 
        y = cell2mat(table2cell(T_IN(:,p_sens(2)))); 
        Z = cell2mat(table2cell(T_IN(:,v))); 
         
        % Descripcion parametro 
        param = char(p_sens(1)); 
        des_x = IN_DES_aux.(param); 
        param2 = char(p_sens(2)); 
        des_y = IN_DES_aux.(param2); 
                
        % Titulo 
        c_titulo = ['Sensibilidad Bivariante: ', des, ' vs (' param,',',param2 
,').'];  
        titulo = char(c_titulo); 
        
        figure('Color', 'white') 
        scatter3(x,y,Z,'MarkerFaceColor',[0 .75 .75]) 
        title(titulo, 
'FontName','Arial','FontSize',11,'FontWeight','bold','Color','black');  
        %xlabel([p_sens ' (' des_x 
')'],'FontName','Arial','FontSize',10,'Color','black');  
        %ylabel([v ' (' des_v 
')'],'FontName','Arial','FontSize',10,'Color','black');  
        xlabel(sprintf(des_x),'FontSize',11,'FontWeight','bold','Color','black'); 
        ylabel(sprintf(des_y),'FontSize',11,'FontWeight','bold','Color','black'); 
        zlabel(sprintf(des_v),'FontSize',11,'FontWeight','bold','Color','black'); 
         
        set(1, 'Position', [100, 100, 1000, 700]); 
         
        file = [path_r ,'\', 
des,'_',param,'_',param2,'_A1_dos_ejes_',datestr(now,30),'.bmp']; 
         
        %saveas(figure(i),['C:\David\Personal_2\Proyecto_Ana\Resultados\',file]); 
        saveas(gcf,file); 
        close;  
  
    end     
     
   
  
end 
  
 
  
 
 
 
